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Abstract
Phase transitions are omnipresent in nature and govern natural cycles. The use of phase
transitions significantly influences the technical and social progress. The phases of matter
can be transformed into each other by the corresponding energy change. Despite several
centuries of research in the field of phase transitions, a complete scientific description is
lacking. This also applies to the phase transition of gaseous matter into the liquid state
(nucleation and condensation), which is the subject of this research.
In this work, a Large Eddy Simulation (LES)-Probability Density Function (PDF) me-
thod using Monte Carlo particles (MC particles) and a discretized size distribution func-
tion for the process of homogeneous nucleation and droplet growth by condensation was
implemented. This method enables a resource-efficient calculation of the size distribution
function of the droplets formed, without prior definition of the form of the distribution.
The solution of the equation of motion of the MC particles is achieved with the aid of
the velocity fields provided by the LES simulation. The LES simulation uses the dynamic
Smagorinsky model for closure. The turbulent mixing of the MC particles is carried out
by means of the Interaction by Exchange with the Mean (IEM) model and the Modified
Coalescence and Dispersion (MCD) model. As part of the numerical implementation, an
occupation number control algorithm for MC particle density (MC particles per LES cell)
was developed and its effects considered. The validation of the model is carried out with
the help of existing experimental data and simulation results from previous work. The
system considered is a hot, dibutyl phthalate-containing jet, which cools when mixed with
the cooler ambient air, resulting in homogeneous nucleation and condensation.
In the first part of this thesis the theoretical basics are discussed and the modeling for
considered processes is presented. Details of the numerical implementation complete the
theoretical part of the thesis.
The examination of the results is divided into two chapters. First, numerical aspects
of the implementation of the LES-PDF method are considered. This is preceded by an
overview of the simulations carried out and the resources required. The consideration
of the velocity field is followed by the analysis of the effects of the phase transition on
characteristic quantities. Furthermore, two MC particle population control methods are
compared. In addition, the effects of the control mechanism for the MC particle number
density (MC particles per LES cell) developed in the context of the implementation of the
intensive particle method are considered for characteristic quantities. An independence
study of various dimensions ensures the independence of the results from the number of
nodes and completes the consideration of numerical effects.
In the second chapter of the results analysis, the results of the reference case are exami-
ned in detail and aspects of modeling are examined. Following the detailed consideration
of the reference case, the influence of the considered information of turbulent structures
on the rate of saturation, homogeneous nucleation and condensation is investigated. Here,
the effects of temporal and spatial information of the smallest structures are considered
separately by filtering and averaging operations and compared with the results, which
result from the consideration of all available information. On the basis of the behavior of
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characteristic quantities with variation of the boundary conditions, in comparison with
experimental data, the physically correct implementation of the concept is ensured. In
addition, the effect of the mixing models on the dependent variables (scalar distributions,
nucleation rate, condensation rate, size distribution function and zeroth moment) is inves-
tigated and the properties of the mixture models are discussed on the basis of simulation
data and put into context to the technical literature. Furthermore, the influence of surface
tension on the process of droplet formation is investigated.
The calculation of the size distribution function of the droplets formed with resolution-
independent resolutions can be carried out with reasonable computational effort. The LES
PDF simulation provides results whose comparison with available data demonstrates the
physically correct implementation of the method. The variation of boundary conditions
shows a physically correct behavior of dependent quantities. The analysis of the influence
of small-scale turbulence illustrates the need to numerically account for them. The com-
parison of the mixture models shows, in accordance with observations of the experts, the
more physical behavior of the MCD model and the influence of the mixture model on the
dependent quantities. The newly developed control algorithm for the MC particle density
makes it possible to carry out the simulations and the influence on the results can be
regarded as low.
The further development of the LES-PDF method was intended to investigate the effect
of further mixture models. In particular, the Multiple Mapping Condition (MMC) model
should be used as it uses another dimension to localize the mixing process and the effect of
MC particle density on the results is smaler. In addition, using the MMC model, conditions
for MC particle count control can be relaxed, or a less invasive mechanism can be used.
The behavior of the solver should also be examined for the variation of other constraints
such as the Reynolds number and a stream splitting.
Kurzfassung
Phasenu¨berga¨nge sind in der Natur allgegenwa¨rtig und bestimmen die natu¨rlichen
Kreisla¨ufe. Die Nutzung der Phasenu¨berga¨nge beeinflusst maßgeblich den technischen
und gesellschaftlichen Fortschritt. Die Phasen der Materie ko¨nnen durch die entsprechende
Energiea¨nderung ineinander u¨berfu¨hrt werden. Trotz der bereits mehrere Jahrhunderte an-
dauernden Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Phasenu¨berga¨nge ist eine vollsta¨ndige,
wissenschaftliche Beschreibung nicht vorhanden. Dies gilt auch fu¨r den Phasenu¨bergang
von gasfo¨rmiger Materie in den flu¨ssigen Zustand (Nukleation und Kondensation), welcher
Gegenstand dieser Forschungsarbeit ist.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Large Eddy Simulation (LES)-Probability Density
Function (PDF)-Methode unter Zuhilfenahme von Monte-Carlo-Partikeln (MC-Partikel)
und einer diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r den Prozess der homogenen Nu-
kleation und des Tropfenwachstums durch Kondensation umgesetzt. Diese Methode
ermo¨glicht eine ressourceneffiziente Berechnung der Gro¨ßenverteilungsfunktion der gebil-
deten Tropfen, ohne vorherige Festlegung der Form der Verteilung. Die Lo¨sung der Bewe-
gungsgleichung der MC-Partikel wird mit Hilfe der von der LES-Simulation zur Verfu¨gung
gestellten Geschwindigkeitsfelder erreicht. Die LES-Simulation verwendet das dynamische
Smagorinsky-Modell zur Schließung. Das turbulente Mischen der MC-Partikel wird mittels
des Interaction by Exchange with the Mean (IEM)-Modells und des Modified Coalescence
and Dispersion (MCD)-Modells durchgefu¨hrt. Im Rahmen der numerischen Umsetzung
wurde ein Besetzungszahl-Kontroll-Algorithmus fu¨r die MC-Partikel-Dichte (MC-Partikel
pro LES-Zelle) entwickelt und dessen Effekte betrachtet. Die Validierung des Modells wird
mit Hilfe vorliegender, experimenteller Daten und Simulationsergebnisse fru¨herer Arbeiten
durchgefu¨hrt. Das betrachtete System ist ein heißer, dibutylphthalathaltiger Jet, welcher
beim Durchmischen mit der ku¨hleren Umgebungsluft abku¨hlt, was zu homogener Nuklea-
tion und Kondensation fu¨hrt.
Zuna¨chst werden im Rahmen dieser Arbeit die theoretischen Grundlagen ero¨rtert und
die Modellierungen fu¨r betrachtete Vorga¨nge vorgestellt. Details der numerischen Umset-
zung schließen den theoretischen Teil der Arbeit ab.
Die Betrachtung der Ergebnisse ist in zwei Kapitel eingeteilt. Zuna¨chst werden nume-
rische Aspekte der Umsetzung der LES-PDF-Methode betrachtet. Vorangestellt ist ein
U¨berblick u¨ber die durchgefu¨hrten Rechnungen und die beno¨tigten Ressourcen. Auf die
Betrachtung des Geschwindigkeitsfelds folgt die Analyse der Effekte des Phasenu¨bergangs
auf charakteristische Gro¨ßen. Des Weiteren werden zwei Methoden zur MC-Partikel-
Populationskontrolle einander gegenu¨ber gestellt. Zudem werden die Effekte des im Rah-
men der Umsetzung der intensiven Partikel-Methode entwickelten Kontroll-Mechanismus
fu¨r die MC-Partikel-Zahl-Dichte (MC-Partikel pro LES-Zelle) auf charakteristische Gro¨ßen
betrachtet. Eine Unabha¨ngigkeitsstudie in verschiedenen Dimensionen stellt die Un-
abha¨ngigkeit der Ergebnisse von der Anzahl der Stu¨tzstellen sicher und schließt die Be-
trachtung numerischer Effekte ab.
Im zweiten Kapitel der Ergebnisanalyse werden die Ergebnisse des Referenzfalls
ausfu¨hrlich betrachtet sowie Aspekte der Modellierung untersucht. Im Anschluss an die
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detaillierte Betrachtung des Referenzfalls wird der Einfluss der beru¨cksichtigten Informa-
tionen turbulenter Strukturen auf die Rate der Sa¨ttigung, der homogenen Nukleation und
der Kondensation untersucht. Hierbei werden die Auswirkungen zeitlicher und ra¨umlicher
Informationen kleinster Strukturen durch Filterungs- und Mittelungsoperationen getrennt
betrachtet und mit den Resultaten verglichen, welche aus der Beru¨cksichtigung aller
verfu¨gbaren Information resultieren. Anhand des Verhaltens charakteristischer Gro¨ßen
bei Variation der Randbedingungen, im Vergleich mit experimentellen Daten, wird die
physikalisch korrekte Umsetzung des Konzeptes sichergestellt. Im Rahmen der Arbeit
wird zudem der Effekt der Mischungsmodelle auf die abha¨ngigen Gro¨ßen (Skalarverteilun-
gen, Nukleationsrate, Kondensationsrate, Gro¨ßenverteilungsfunktion und nulltes Moment)
untersucht sowie die Eigenschaften der Mischungsmodelle anhand von Simulationsdaten
ero¨rtert und in den Bezug zur Fachliteratur gesetzt. Des Weiteren wird der Einfluss der
Oberfla¨chenspannung auf den Prozess der Tropfenbildung untersucht.
Die Berechnung der Gro¨ßenverteilungsfunktion der gebildeten Tropfen mit
stu¨tzstellenunabha¨ngigen Auflo¨sungen kann mit vertretbarem Rechenaufwand durch-
gefu¨hrt werden. Die LES-PDF-Simulation liefert Ergebnisse, deren Vergleich mit
vorliegenden Daten die physikalisch korrekte Umsetzung der Methode demonstriert. Die
Variation von Randbedingungen zeigt ein physikalisch korrektes Verhalten abha¨ngiger
Gro¨ßen. Die Analyse des Einflusses der kleinskaligen Turbulenz verdeutlicht die Not-
wendigkeit selbige numerisch abzubilden. Der Vergleich der Mischungsmodelle zeigt, im
Einklang mit Beobachtungen der Fachwelt, das physikalischere Verhalten des MCD-
Modells und den Einfluss des Mischungsmodells auf die abha¨ngigen Gro¨ßen. Der neu
entwickelte Kontrollalgorithmus fu¨r die MC-Partikel-Dichte ermo¨glicht die Durchfu¨hrung
der Simulationen, der Einfluss auf die Ergebnisse kann als gering betrachtet werden.
Die Weiterentwicklung der LES-PDF-Methode sollte den Effekt weiterer Mischungsmo-
delle untersuchen. Insbesondere sollte das
”
Multiple Mapping Condition“-Modell (MMC)
zur Anwendung kommen, da dieses eine weitere Dimension zur Lokalisierung des Mischvor-
gangs verwendet und die MC-Partikel-Dichte die Ergebnisse weniger stark beeinflusst. Zu-
dem ko¨nnen bei Verwendung des MMC-Modells die Bedingungen fu¨r die MC-Partikelzahl-
Kontrolle relaxiert, oder ein weniger invasiver Mechanismus verwendet werden. Das Verhal-
ten des Lo¨sers sollte zudem auf die Variation weiterer Randbedingungen wie die Reynolds-
Zahl und eine Stromaufteilung untersucht werden.
Nomenklatur
Einheiten
g Gramm
J Joule
kg Kilogramm
K Kelvin
m Meter
N Newton
Pa Pascal
s Sekunden
Lateinische Symbole
# Anzahl [-]
Na Avogadro-Konstante [#/mol]
kb Boltzmann-Konstante [J/K]
l charakteristische La¨nge [m]
Co Courant-Zahl [-]
p Druck [Pa]
d0 Durchmesser der ersten Sektion der Gro¨ßenverteilungsfunktion [-]
di Durchmesser der Sektion i der Gro¨ßenverteilungsfunktion [m]
Dd Du¨sendurchmesser [m]
f ′ Feinstrukturanteil von f [-]
A Fla¨che [m2]
Lij Germano-Identita¨t [N/m
2]
u Geschwindigkeitsvektor (ui,uj ,uk) [m/s]
u˜ Geschwindigkeitsvektor, gefiltertert [m/s]
u′ Geschwindigkeitsvektors des Feinstrukturanteils [m/s]
uh Geschwindigkeit des Hu¨llstroms [m/s]
ujet Geschwindigkeit des Jets [m/s]
u˜j Geschwindigkeitsanteil, gefilterter in Richtung j [m/s]
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w Gewicht [kg]
xi kartesische Koordinate i (xi,xj ,xk) [m]
Kn Knudsen-Zahl [-]
G Kondensationsrate [m/s]
dkrit kritischer Durchmesser [m]
Yi Massenbruch der Spezies i [-]
NMC MC-Partikel, Anzahl [#]
NMC,min MC-Partikel/Zelle, untere Grenze [NMC/Zelle]
NMC,z MC-Partikel/Zelle, gewu¨nschte Anzahl [NMC/Zelle]
NMC,max MC-Partikel/Zelle, obere Grenze [NMC/Zelle]
Z Mischungsbruch [-]
M(~x,Φi) Mischungsoperator [-]
D molekulare Diffusivita¨t [m2/s]
mm,i molekulare Masse der Spezies i [kg/#]
Xi Molenbruch der Spezies i [-]
M molare Masse eines Gemisches [kg/mol]
smon molare Oberfla¨che [m
2/mol]
vm molares Volumen [m
3/mol]
B Nukleationsrate [#/sm3]
mn N-tes Moment der Gro¨ßenverteilungsfunktion [#/m
3]
pi Partialdruck der Spezies i [Pa]
dp Partikeldurchmesser [m]
Pr Prandtl-Zahl [-]
W (Φi) Quellterm [-]
f˜ ra¨umliche Filterung von f [-]
oder Favre-Filterung [-]
Re Reynolds-Zahl [-]
O2 Sauerstoff [-]
S Sa¨ttigung [-]
ps Sa¨ttigungsdruck [Pa]
Sc Schmidt-Zahl [-]
Sij Schubspannungstensor [1/s]
cs Smagorinsky-Konstante [-]
N2 Stickstoff [-]
St Stokes-Zahl [-]
T Temperatur [K]
Th Temperatur des Hu¨llstrom [m/s]
Tjet Temperatur des Jet [m/s]
Nomenklatur XIII
N Tropfendichte [#/m3]
n Tropfendichte pro Sektionsbreite [#/(m3∆dp]
Nk Tropfendichte der Sektion k der Gro¨ßenverteilungsfunktion [#/m
3]
Dt turbulente Diffusivita¨t [m
2/s]
ut turbulente Fluktuationen aus dem Turbulenzgenerator [m/s]
V Volumen [m3]
cw Wachstumsfaktor [-]
t Zeit [s]
ti Zeitpunkt i [s]
∆t Zeitschrittweite [s]
f zeitliche Mittelung von f [-]
Griechische Symbole
ρ Dichte [kg/m3]
Γ Diffusionskoeffizient [m2/s]
δ Dirac’sche Delta-Funktion [-]
Ψ Ereignisraum [-]
∆ Filterweite [m]
ρfl Flu¨ssigkeitsdichte [kg/m
3]
η Kolmogorov-Mikro-Skala [m]
δij Kronecker-Delta [-]
τm Mischungszeit [s]
σ Oberfla¨chenspannung [N/m]
ω˙ Quellterm [#/s]
τij Reynolds-Stress-Tensor [N/m
2]
τ sgsij Feinstrukturanteil des Reynolds-Stress-Tensors [N/m
2]
Φ skalare Gro¨ße [-]
∆̂ Test-Filterweite [m]
µ dynamische Viskosita¨t [Pa-s]
µt turbulente Viskosita¨t [Pa-s]
ν kinematische Viskosita¨t [m2/s]
νt turbulente Viskosita¨t [m
2/s]
XIV Nomenklatur
Mathematische Symbole
〈 | 〉 bedingter Erwartungswert
〈 〉 Erwartungswert, Ensemble-Mittelwert
′ Feinstrukturanteil
∗ neu zugewiesener Wert˜ ra¨umliche Filterung
oder Favre-Filterung
− zeitliche Mittelung
Abku¨rzungen
CMC Conditional Moment Closure
DBP Dibutylphthalat
DNS Direkte Numerische Simulation
DQMOM Direct Quadrature Method Of Moments
GDE General Dynamic Equation
IEM Interaction by Exchange with the Mean
IO Input/Output
LES Large Eddy Simulation
(Grobstruktursimulation)
MMC Multiple Mapping Condition
MCD Modified Coalescence and Dispersion
MC-Partikel Monte-Carlo-Partikel
PBE Population Balance Equation
PBG Populationsbilanzgleichung
PDF Probability Density Function
PSD Particle Size Distribution
QMOM Quadrature Method Of Moments
RANS Reynolds Averaged Navier Stokes
WDF Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
1 Einleitung und Motivation
Phasenu¨berga¨nge sind in der Natur allgegenwa¨rtig und bestimmen die natu¨rlichen
Kreisla¨ufe. Die Nutzung der Phasenu¨berga¨nge beeinflusst maßgeblich den techni-
schen und gesellschaftlichen Fortschritt. Die Phasen der Materie-Energie ko¨nnen
durch die entsprechende Energiea¨nderung ineinander u¨berfu¨hrt werden. Nachweis-
lich gilt die Relation E = mc2 und elektromagnetische Strahlung kann als eine
Phase betrachtet werden. Im hochenergetischen Bereich nimmt Materie verschie-
dene Zusta¨nde an, bevor sie, mit steigender Ordnung und abnehmender (innerer-
kinetischer) Energie, schließlich Plasma, Atome oder Moleku¨le bildet [101, 134]. Ato-
mare und molekulare Gase ko¨nnen in den flu¨ssigen oder festen Zustand u¨berfu¨hrt
werden. Die no¨tige Energiea¨nderung ha¨ngt vom jeweils betrachteten System ab. His-
torisch betrachtet hat die industrielle Nutzung von Phasenu¨berga¨ngen der Mensch-
heit großen technischen Fortschritt ermo¨glicht. Die Benennung von Epochen wie
Bronze- oder Eisenzeit zeigt die geschichtlichen Auswirkungen und Umwa¨lzungen,
die durch die Beherrschung der Phasenumwandlungen bei Metallen eingeleitet wur-
de. Die spa¨teren Etappen der Industriellen Revolution wurden durch die Umsetzung
von Energie aus einem neuen Energietra¨ger, Kohle, befeuert [107]. Die Umwand-
lung der gespeicherten chemischen Energie in Bewegungsenergie gelang mittels des
Phasenu¨bergangs von Wasser. Die digitale Revolution, unter anderem ermo¨glicht
durch den kontrollierten Kristallisationsprozess von Silizium, ist ein Beispiel aus der
ju¨ngeren Vergangenheit, welches ebenfalls die Omnipra¨senz und den Einfluss von
Phasenu¨berga¨ngen verdeutlicht. Die Erfindung des Gefrierschrankes, welcher einen
Phasenu¨bergang nutzt, um einen anderen Phasenu¨bergang zu erzeugen, ist ein wei-
teres Beispiel fu¨r tiefgreifende gesellschaftliche Vera¨nderungen, welche aus der tech-
nischen Nutzung von Phasenu¨berga¨ngen resultieren. In der chemischen Industrie
werden ha¨ufig Mehrphasenreaktoren verwendet, bei denen die Umsatzrate von der
zur Verfu¨gung stehenden Oberfla¨che abha¨ngt, welche durch die Gro¨ßenverteilung ge-
bildeter neuer Phasen bestimmt wird. Im Falle granularer Endprodukte wird die Pro-
duktqualita¨t und somit auch die Prozesseffizienz von der Gro¨ßenverteilungsfunktion
bestimmt [1, 23]. Bei einer Phasenumwandlung zu einer Phase mit ho¨herer Ordnung
findet der Prozess bevorzugt an Keimen (Fremdko¨rpern) statt, weniger begu¨nstigt
ist die Bildung einer neuen Phase ohne Keime. Beide Prozesse fu¨hren zu einer hohen
Zahl kleinster Ko¨rper der geordneteren Phase im Tra¨germedium und verleihen dem
Gemisch (Aerosol) aus Tra¨germedium und geordneterer Phase neue Eigenschaften.
Durch Ausbreitung mit dem Tra¨germedium sowie die große Oberfla¨che der Partikel
kann ein Aerosol seine Umgebung stark beeinflussen. Neben technischen Anwendun-
gen sind daher die Auswirkungen von Aerosolen auf das Klima und die Gesundheit in
den letzten Jahren zunehmend in den Fokus geru¨ckt [19, 158]. Zu den
”
klassischen“
Quellen, wie Waldbra¨nde, Holz- und Kohlefeuerung, Verbrennungsmotoren etc.,
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kommen industriell gefertigte Nanopartikel, deren Ausbreitung und Auswirkungen
durch die Gro¨ßenverteilung bestimmt werden [54, 66]. Die Phasenu¨berga¨nge in allen
energetischen Bereichen sind weiterhin Gegenstand der Forschung. Die Umwandlung
von Gasen zu Flu¨ssigkeiten stellt einen kleinen, aber nicht minder relevanten Teil
dieser Prozesse dar. Industrielle Anwendungen, die Auswirkungen von industriellen
Anwendungen oder die Beschreibung der Natur selbst fu¨hren zu der Notwendigkeit
diese Prozesse wissenschaftlich zu analysieren, um Optimierungen durchfu¨hren und
Vorhersagen treffen zu ko¨nnen. Ein wichtiges Werkzeug fu¨r eine wissenschaftlichen
Beschreibung ist die numerisch effiziente Lo¨sung der
”
Population Balance Equati-
on“ (PBE) (oder auch
”
General Dynamics Equation“ (GDE)), welche die ra¨umliche
und zeitliche Entwicklung der Gro¨ßenverteilungsfunktion von Aerosolen in belie-
bigen Systemen beschreibt. Im Allgemeinen ko¨nnen turbulente Stro¨mungen nicht
vollsta¨ndig aufgelo¨st werden, stellen jedoch die Mehrzahl der Fluidbewegungen dar.
Turbulente Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes fu¨hren zu Fluktuationen aller
Skalare. Die Prozesse, die A¨nderungen in der Gro¨ßenverteilungsfunktion hervorrufen,
sind jedoch hoch sensitiv bezu¨glich der zugrunde liegenden Skalarverteilungen und
kleine Fluktuationen haben große Auswirkungen. Die Wechselwirkung der Fluktua-
tionen der Skalarverteilungen (z. B. Temperatur und Gro¨ßenverteilungsfunktion)
beeinflussen die Effekte der Turbulenz. Der Informationsverlust durch mangelnde
Auflo¨sung und die Anwendung von Schließungstechniken kann die Lo¨sung der PBE
maßgeblich beeinflussen und muss mit Bedacht durchgefu¨hrt werden. Forschungsar-
beiten zu diesem Thema ko¨nnen daher in den allgemeinen Kontext der Forschung
zur Berechnung turbulenter, reaktiver Stro¨mungen gestellt werden. Die nichtlineare
Abha¨ngigkeit von Verbrennungsvorga¨ngen und der homogenen Nukleation von den
zugrunde liegenden Skalarverteilungen (Massenbru¨che, Temperatur) und die Mehrs-
kaligkeit der Turbulenz in Raum und Zeit bringen die Notwendigkeit mit sich, be-
stehende Modelle zu verfeinern und zu erweitern, um mit heutigen und zuku¨nftigen
Computerressourcen verla¨ssliche Vorhersagen treffen zu ko¨nnen. Im Zuge der allge-
meinen Forschungsarbeiten zu Schließungstechniken bei der Berechnung nicht linear
abha¨ngender Gro¨ßen in turbulenten Stro¨mungen wurde im Rahmen dieser Arbeit
eine Large Eddy Simulation-Probability Density Function (LES-PDF)-Methode un-
ter Zuhilfenahme von Monte-Carlo-Partikeln (MC-Partikel) und einer diskretisierten
Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r den Prozess der homogenen Nukleation und Tropfen-
wachstum durch Kondensation umgesetzt.
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1.1 Stand der Forschung
”
Nucleation is a common and basic physical phenomenon, the details of which are
still poorly understood.“ H. Vehkamaki 2005 [148].
Phasenu¨berga¨nge sind im Kreislauf der Natur allgegenwa¨rtig und auch bei vielen
technischen Prozessen die entscheidende Gro¨ße. Sei es bei der Kristallisation von
Schmelzen, dem terrestrischen Wasserkreislauf oder der Energietransformation bei
Verbrennungsvorga¨ngen. Materie existiert in vielen Phasen (Phase aus dem Altgrie-
chischen:
”
Erscheinung “).
Bereits seit einigen hundert Jahren werden Studien zu Phasenu¨berga¨ngen betrie-
ben. Im Jahre 1724 stellte der deutsche Physiker Daniel Gabriel Fahrenheit bei Ex-
perimenten mit Wasser fest, dass der Gefrierpunkt von den Umgebungsbedingungen
abha¨ngt. Joseph Luis Gay-Lussac und Claude Luis Berthellot stellten Anfang des
19. Jahrhunderts den Zusammenhang zwischen der Nukleation bei supersaturierten
Gasen, Phasenu¨berga¨ngen von u¨berhitzten Flu¨ssigkeiten, der Bla¨schenbildung in
u¨berexpandierten Flu¨ssigkeiten und dem Kristallisationsverhalten bei unterku¨hlten
Liquiden her. Es wurde beobachtet, dass a¨ußere Einflu¨sse, wie Vibration oder Kon-
densationskeime, den Phasenu¨bergang stark beeinflussen oder initialisieren ko¨nnen.
Die Anfa¨nge der klassischen Nukleationstheorie wurden 1806 von Piere Simon La-
place durch die Herleitung des mechanischen Gleichgewichtes von Oberfla¨chen zwi-
schen zwei Phasen gelegt. Josiah Willard Gibbs verknu¨pfte 1906 die no¨tige Energie
fu¨r die Bildung der neuen Phase mit deren Stabilita¨t. Nach weiteren Pionierarbeiten
in diesem Gebiet leiteten Richard Becker und Werner Do¨ring 1935 sowie Yakov Bo-
risovich Zeldowich 1942 die klassische Nukleationstheorie mit einem kinematischen
Ansatz her. [148, 12, 31]
Die technischen Voraussetzungen, um solch hochsensitive Vorga¨nge mit kleinsten
Raum- und Zeitskalen experimentell auf mikroskopischer Ebene zu erfassen, wurden
erst Ende des letzten Jahrhunderts geschaffen und seither stetig verbessert. Dennoch
sind experimentelle Daten meist mit Unsicherheiten behaftet und weichen unter ver-
schiedenen Forschungsgruppen teilweise stark voneinander ab [4]. Zudem legen die
hohen Kosten sowie Risiken fu¨r Umwelt und Gesundheit eine erga¨nzende numerische
Forschung in diesen Bereichen nahe.
In Konfigurationen mit niedrigen Reynolds- und Partikelzahlen kann ein
Lagranges-Partikel-Tracking individueller Partikel angewandt werden. Eine
”
Direk-
te Numerische Simulation“ (DNS) zur Berechnung des Stro¨mungsfelds und die Be-
rechnung der Partikelbahnen mit den Newtonschen-Bewegungsgleichungen wurden
in idealisierten Systemen durchgefu¨hrt [155, 156, 157]. Ein vereinfachtes System
zur Simulation von Tropfenverteilungen bei der Dieseleinspritzung wurde 1978 von
Dukowicz mit dieser Technik simuliert [32].
Eine Lo¨sung der PBE in einem homogenen Reaktor mit einer Wachstumsfunkti-
on, welche lediglich vom Partikelvolumen abha¨ngt, wurde 1972 von Randolph und
Larson vero¨ffentlicht [125]. Weitere numerische Arbeiten zur Lo¨sung der PBE unter
stark vereinfachten Bedingungen (idealisierte Reaktoren) wurden von Gelbard und
Seinfeld (1978) [42], Batterham et al. (1981) [11], Marchal et al. (1988) [79] und
Hounslow (1988) [51] durchgefu¨hrt.
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In den Jahren 1990 bis 2000 wurden die Techniken zur Lo¨sung der PBE in ver-
einfachten Systemen ausgebaut. Xiong und Pratsinis [161] entwickelten 1991 ein
zweidimensionales Modell, um sowohl die Gro¨ße als auch die Form von Partikeln
aus Sinterprozessen vorherzusagen. Das Wachstum von Brom-Silber-Kristallen in
einer wa¨ssrigen Lo¨sung wurde 1995 von Muhr et al. [98] berechnet, mit besonderem
Fokus der Diskretisierung auf das Verhalten der Finiten-Differenzen-Methode bei
der Lo¨sung der PBE. Nicmanis und Hounslow [99] entwickelten 1998 einen finiten
Elemente Algorithmus, um die PBE im stationa¨ren Fall eines gut durchmischten
Systems zu berechnen.
Die Forschungsarbeiten verlagerten sich um die Jahrtausendwende zunehmend
zu komplexeren Problemstellungen, was auch der stetig steigenden Rechenleistung
zuzuschreiben ist. Im Jahr 2002 adressierten Ramkrishna und Mahoney [124] die
Notwendigkeit, die PBE in komplexen, turbulenten Stro¨mungsfeldern zu berechnen.
Die Autoren schlagen die separate Berechnung des Stro¨mungsfeldes mit Kopplung
an die PBE vor. Die Berechnung von Momenten der Gro¨ßenverteilungsfunktion,
deren Gleichungen sich leichter als die Repra¨sentation der vollsta¨ndigen
Gro¨ßenverteilungsfunktion mit dem Stro¨mungsfeld koppeln lassen, wurden z. B.
von Hulburt und Katz [52] durchgefu¨hrt. Marchisio et al. [80] verwendeten im Jah-
re 2003 die
”
Quadrature Method of Moments“-Methode (QMOM), um die PBE
zu lo¨sen. Eine Weiterentwicklung, die
”
Direct Quadrature Method of Moments“-
Methode (DQMOM), wurde im Jahr 2004 von Fan et al. [34] verwendet, um die
PBE in einem Wirbelschichtreaktor zu lo¨sen. Fu¨r die Berechnung der Ausschei-
dung von Bariumsulfid in einem turbulenten Reaktor verwendete Paschedag [103]
im Jahre 2004 eine Reynolds-Averaged-Navier-Stokes-Simulation (RANS) in Kom-
bination mit einem k--Modell. Es wurde die Boussinesq-Annahme zur Modellie-
rung der unbekannten Fluktuations-Korrelationen im Wachstumsterm verwendet.
Die Berechnung von Rußpartikeln wurde im Jahre 2006 von Zucca et al. [165] mit
der QMOM-Methode an turbulenten Flammen vorgenommen.
Im Jahre 2008 verwendeten Garmory und Mastorakos [41] die
”
Stochastic Fields“-
Methode, um die homogene Nukleation und das Wachstum durch Kondensation von
Dybuthylphtalat-Tropfen in einem turbulenten Jet zu berechnen. Die Methode geht
auf Arbeiten von Valino [145] und Sabel’nikov und Soulard [133] zuru¨ck.
Die Klasse der PDF-Methoden bietet den Vorteil, dass die Quellterme in geschlos-
sener Form vorliegen. Es muss jedoch das turbulente Mischen modelliert werden.
PDF-Methoden, welche Momente der Gro¨ßenverteilungsfunktion transportieren und
selbige aus den Momenten mit einer angenommenen Form (z. B. Gauss oder β-PDF)
rekonstruieren, werden als
”
presumed-PDF“-Methoden bezeichnet. Eine Serie von
Arbeiten mit der
”
presumed-PDF“-Methode von Baldyga et al. findet sich in den
Quellen [9, 10, 8]. Der
”
transported PBE-PDF“-Ansatz wurde 2007 von Rigopou-
los [129] vorgeschlagen, um das Schließungsproblem bei der Lo¨sung der PBE zu
umgehen. Hierbei wird eine vereinte PDF der reaktiven Skalare und der diskretisier-
ten Gro¨ßenverteilungsfunktion transportiert. Es werden keine Annahmen bezu¨glich
der Form der PDF getroffen. Das System wird von einem Ensemble stochastischer
Monte-Carlo-Partikel repra¨sentiert. Pionierarbeit auf dem Gebiet der Partikelmetho-
den wurde auch von Pope geleistet [110, 113, 115, 117]. Rigopoulos [129] demonstrier-
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te 2007 erfolgreich die Anwendung einer
”
transported-PDF“-Methode mit Monte-
Carlo-Partikeln und einer RANS zur Stro¨mungsberechnung anhand eines
”
Partially
Stirred Reactor“. Die Technik wurde verfeinert und von Veroli und Rigopoulos [150]
2009 zur Berechnung der Ausscheidung von Bariumsulfat in einer turbulenten Rohr-
stro¨mung verwendet. Diese Arbeiten ko¨nnen als Vorla¨ufer der Simulationen, welche
im Rahmen dieser Dissertation durchgefu¨hrt worden sind, betrachtet werden. Eine
U¨bersicht u¨ber die Forschungsarbeiten der letzten Jahre findet sich in Rigopoulos
[130].
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1.2 Zielsetzung und Vorgehen
Das Ziel dieser Arbeit ist die Umsetzung einer transportierten-PBE-PDF-Methode
unter Zuhilfenahme von MC-Partikeln zur Lo¨sung der PBE unter Beru¨cksichtigung
kleinskaliger Turbulenz. Hierbei wird das Stro¨mungsfeld mit einer LES-Simulation
berechnet, wobei das dynamische Smagorinsky-Modell zur Schließung verwendet
wird. Die Bewegungsgleichung der MC-Partikel wird mit Hilfe des von der LES-
Simulation bereit gestellten Geschwindigkeitsfelds gelo¨st. Fu¨r die Validierung der
Methode anhand einer Jetstro¨mung, welche im Verlauf der Durchmischung mit dem
Hu¨llstrom zu U¨bersa¨ttigung, homogener Nukleation und Wachstum gebildeter Trop-
fen durch Kondensation fu¨hrt, werden diese Vorga¨nge numerisch abgebildet.
Neben den theoretischen Grundlagen der Methode werden im Rahmen dieser Ar-
beit auch die Modellierung der homogenen Nukleation, der Kondensation und der
zugrunde liegenden Gro¨ßen ero¨rtert. Die Schließung der zu lo¨senden Gleichungen
der MC-Partikel geschieht mit dem
”
Interaction by Exchange with the Mean“-
Mischungsmodell und dem
”
Modified Coalescense and Dispersion“-Mischungsmodell
zur Modellierung des turbulenten Mischens.
Zuna¨chst werden numerische Aspekte der Umsetzung der LES-PDF-Methode be-
trachtet. Angefu¨hrt wird dies durch die Analyse des Geschwindigkeitsfeldes, gefolgt
von der Betrachtung der Effekte des Phasenu¨bergangs auf charakteristische Gro¨ßen.
Eine Unabha¨ngigkeitsstudie in verschiedenen Dimensionen stellt die Unabha¨ngigkeit
der Ergebnisse von der Anzahl der Stu¨tzstellen sicher. Des Weiteren werden zwei
Methoden zur MC-Partikel-Populationskontrolle gegenu¨ber gestellt. Zudem werden
die Effekte des im Rahmen der Umsetzung der intensiven Partikel-Methode ent-
wickelten Kontroll-Mechanismus fu¨r die MC-Partikelzahl-Dichte (MC-Partikel pro
LES-Zelle) auf charakteristische Gro¨ßen betrachtet.
Auf eine detaillierte Analyse der Ergebnisse des Referenzfalls sowie den Vergleich
mit Daten fru¨herer numerischer und experimenteller Forschungsarbeiten folgt ei-
ne Analyse des Einflusses der Turbulenz auf den Prozess der Tropfenbildung und
Wachstum durch Kondensation. Hierzu werden die Auswirkungen zeitlicher und
ra¨umlicher Information kleinster Strukturen durch Filterungs- und Mittelungsope-
rationen getrennt betrachtet und mit den Resultaten verglichen, welche aus der
Beru¨cksichtigung aller verfu¨gbaren Information resultieren. Anhand des Verhaltens
charakteristischer Gro¨ßen bei Variation der Randbedingungen, im Vergleich mit ex-
perimentellen Daten, wird die physikalisch korrekte Umsetzung des Konzeptes si-
chergestellt. Im Rahmen der Arbeit wird zudem der Effekt der Mischungsmodelle
auf die abha¨ngigen Gro¨ßen (Skalarverteilungen, Nukleationsrate, Kondensations-
rate, Gro¨ßenverteilungsfunktion und nulltes Moment) untersucht sowie die Eigen-
schaften der Mischungsmodelle anhand von Simulationsdaten ero¨rtert und in den
Bezug zur Fachliteratur gesetzt. Des Weiteren wird der Einfluss der Modellierung
der Oberfla¨chenspannung auf den Prozess der Tropfenbildung untersucht.
2 Theoretische Grundlagen
In diesem Abschnitt wird die theoretische Grundlage der Arbeit formuliert. Dies
umfasst die stro¨mungsmechanischen Grundgleichungen, die Lo¨sung der Trans-
portgleichung der Gro¨ßenverteilungsfunktion sowie Phasenumwandlung durch Nu-
kleation und das Tropfenwachstum durch Kondensation. Des Weiteren soll ein
U¨berblick u¨ber Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion-Methoden (WDF-Methoden),
Partikel-Methoden und deren kombinierte Anwendung gegeben werden.
2.1 Stro¨mungsmechanische Grundlagen
Die Beschreibung der Natur durch Gleichungen hat eine lange Tradition. Auch
stro¨mungsmechanische Problemstellungen sind schon lange Gegenstand wissen-
schaftlicher Betrachtung. Bereits 1755 wurde von Leonhard Euler die Stro¨mung
reibungsfreier Fluide durch die Eulergleichung beschrieben. Im Allgemeinen sind
Stro¨mungen jedoch weder reibungsfrei noch laminar und die Berechnung von
Stro¨mung und Turbulenzeffekten ist weiterhin Gegenstand der Forschung. Mit Hilfe
der Reynolds-Zahl Re = u·l
ν
wird ein wichtiges Charakteristikum von Stro¨mungen,
die Turbulenz, quantifiziert. Bei hoher Stro¨mungsgeschwindigkeit u, großen Abmes-
sungen l eines Objektes, das um- oder durchstro¨mt wird, oder sehr niedriger Vis-
kosita¨t ν und damit einhergehender schwacher Dissipation und Da¨mpfung kleiner
Sto¨rungen, setzt ein Transitionsprozess hin zu einer turbulenten Stro¨mung ein. Im
Lauf der Forschungsgeschichte wurde ein komplexes Gleichungssystem zur Beschrei-
bung von Stro¨mungen und dem damit verbundenen Skalar, Impuls und Energietrans-
port und weiterer Gro¨ßen geschaffen. Dieses Gleichungssystem stellt ein Anfangs-
randwertproblem dar. Die analytische Lo¨sung ist im Allgemeinen nicht mo¨glich. Fu¨r
numerische Lo¨sungsverfahren muss eine geeignete Anzahl von Stu¨tzstellen definiert
werden. Die no¨tige Auflo¨sung, um alle relevanten Prozesse abbilden zu ko¨nnen, kann
aber fu¨r die Mehrzahl turbulenter oder reaktiver Stro¨mungen nicht erreicht werden.
Die vollsta¨ndige ra¨umliche und zeitliche Auflo¨sung aller Strukturen wird als
”
Direkte
Numerische Simulation“ (DNS) bezeichnet und ist nur in Ausnahmefa¨llen anwend-
bar. Auflo¨sungen, die eine numerische Berechnung erlauben, sind im Allgemeinen
mit einem Informationsverlust behaftet, der zu ungeschlossenen Termen fu¨hrt. Die
Schließung erfolgt durch die Modellierung der unbekannten Gro¨ßen mittels vorhan-
dener Information. Die bekanntesten Techniken sind die Reynolds Mittelung und
die Bussinesque Annahme welche zur Klasse der Wirbelviskosita¨ts-Modelle fu¨hrt.
Die Anwendung dieser Technik auf die Navier-Stokes Gleichung fu¨hrt zur Reynolds-
gemittelten Navier-Stokes-Gleichung
”
Reynolds Averaged Navier-Stokes Equation“
(RANS). Ein analoges Vorgehen unter Zuhilfenahme einer ra¨umlichen Filteropera-
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tion fu¨hrt zur Grobstruktursimulation (
”
Large Eddy Simulation“) (LES) [35, 47].
Diese wird im Rahmen dieser Arbeit zur Berechnung der Stro¨mung verwendet und
in Abschnitt 3.1 beschrieben. Zuna¨chst sollen jedoch die stro¨mungsmechanischen
Grundgleichungen in diesem Abschnitt dargelegt werden. Die Herleitung erfolgt
mittels Erhaltungsprinzipien und einer kontinuumsmechanischen Betrachtungswei-
se. Die Massenerhaltung
∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(ρui) = 0 (2.1)
wird durch Gleichung 2.1 ausgedru¨ckt. Die Impulserhaltung
∂
∂t
(ρuj) +
∂
∂xi
(ρuiuj) = − ∂p
∂xj
+
∂τij
∂xi
+ ρ
Ns∑
s=1
Ysfs,j (2.2)
wird durch Gleichung 2.2, fu¨r die Richtung j, ausgedru¨ckt. Die Volumenkra¨fte, die
auf eine Spezies s in Richtung j wirken, werden durch fsj dargestellt. Der Schub-
spannungstensor τij
τij = µ
(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
− 2
3
∂uk
∂xk
δij
)
− pδij (2.3)
ist in Gleichung 2.3 zu betrachten. Zur Darstellung wurden die dynamische Visko-
sita¨t µ und das Kroneker-Delta δij verwendet. Die Forderung nach der Erhaltung
der Spezies s fu¨hrt zu Gleichung 2.4.
∂ρYs
∂t
+
∂
∂xi
(ρ(ui + Vsi)Ys)) = ω˙s (2.4)
Die Diffusionsgeschwindigkeit in die i-te Richtung der Spezies s wird durch Vsi dar-
gestellt und ω˙s repra¨sentiert den Quellterm. Das Gleichungssystem kann durch die
Enthalpietransportgleichung
ρ
∂h
∂t
+ ρv · ∇h = ∂p
∂t
+ ~v · ∇p−∇jq + qR (2.5)
erga¨nzt und auch mit den Maxwell-Gleichungen gekoppelt werden, um A¨nderungen
im thermodynamischen Potential sowie elektromagnetische Effekte zu erfassen. [108,
144, 136]
2.2 Nukleation und Kondensation
In Gasen kommt es aufgrund der Molekularbewegung sta¨ndig zu Kollisionen von
Moleku¨len. Dabei ko¨nnen instabile Moleku¨lcluster entstehen. Die Wahrscheinlich-
keit, dass sich weitere Moleku¨le anlagern und ein stabiler Nukleus entsteht, bevor der
Cluster wieder zerfa¨llt, ebenso wie die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Cluster selbst
bilden, wird von der Stoßfrequenz νs mitbestimmt. Hierbei ist das Verha¨ltnis von
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”
Fremdspezies“ zu Tra¨germedium maßgeblich, ebenso wie die mittlere Geschwin-
digkeit der Moleku¨le. Entsteht ein Cluster, so wird Bindungsenergie freigesetzt, es
muss jedoch zuna¨chst die Energie fu¨r die Bildung einer neuen Oberfla¨che als Pha-
sengrenze aufgewandt werden. Die frei werdende Energie ∆Ef spha¨rischer Tropfen
im Gemisch idealer Gase kann nach Gleichung 2.6 berechnet werden. Hierbei ist
σ die Oberfla¨chenspannung und A die Oberfla¨che des Tropfens. Die Summe wird
u¨ber alle Spezies ausgefu¨hrt. Die Summanden sind die Anzahl der Moleku¨le Ni,t der
Spezies i im Tropfen t multipliziert mit deren chemischem Potential µi [148].
∆Ef =
∑
∆µiNi,t + σA (2.6)
Die A¨nderung des chemischen Potentials ∆µi ist in Gleichung 2.7 dargestellt. Die
Phasenaktivita¨t Ai,g/f der Gasphase (g) oder flu¨ssigen Phase (f) aller Spezies i
kann mit der Sa¨ttigung verknu¨pft werden und beschreibt die Neigung zum Pha-
senu¨bergang.
∆µi = −kbT ln
(
Ai,g
Ai,f (xi,f )
)
(2.7)
Unter geeigneten Bedingungen entstehen Cluster, welche eine kritische Gro¨ße
u¨berschreiten, stabil sind und durch weitere Anlagerung von Moleku¨len zu wachsen
beginnen. Diese werden als Keim oder Nukleus bezeichnet. Der Gleichgewichtszu-
stand eines Systems kann aus einer Energiebetrachtung hergeleitet und der bevorzug-
te Systemzustand durch einen Minimierungsansatz bestimmt werden. Ein weiteres
Konzept, welches das Pha¨nomen des Phasenu¨bergangs zu beschreiben vermag, ist
die U¨bersa¨ttigung S (eng. supersaturation). Gleichung 2.8 zeigt die Definition der
U¨bersa¨ttigung unter Zuhilfenahme des Partialdruckes pi der Fremdspezies i (welcher
zur Verknu¨pfung des Phasenu¨bergangs mit dem Massenbruch der Spezies Yi fu¨hrt)
und des Sa¨ttigungsdruckes ps. Der Sa¨ttigungsdruck wird durch den Gleichgewichts-
zustand von koexistierender flu¨ssiger und gasfo¨rmiger Phase definiert (siehe z. B.
[7, 83]). Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die Sa¨ttigung
S =
pi
ps
(2.8)
zur Charakterisierung der Neigung des Systems zum Phasenu¨bergang verwendet.
Das System neigt fu¨r S > 1 zum Phasenu¨bergang. Wie bereits erwa¨hnt, spielt auch
die Stoßfrequenz eine entscheidende Rolle beim Phasenu¨bergang. Die Stoßfrequenz
ist u¨ber die mittlere Moleku¨lgeschwindigkeit v mit der Temperatur T verknu¨pft. Es
gilt fu¨r ideale Gase mv
2
2
= 3
2
kbT [26]. Somit kann die mikroskopische Betrachtung
der Gaskinetik mit makroskopischen Gro¨ßen verknu¨pft werden. In Abbildung 2.1 ist
ein Phasendiagramm zu sehen. Es verdeutlicht die mo¨glichen Aggregatzusta¨nde in
Abha¨ngigkeit vom Sa¨ttigungsdruck und der Temperatur. Am Trippelpunkt (mit TP
gekennzeichnet) ko¨nnen alle drei Phasen koexistieren. C ist der kritische Punkt, fu¨r
T > Tc kann nicht mehr zwischen Gasphase und flu¨ssiger Phase unterschieden wer-
den. Fu¨r alle Paare koexistierender Phasen k und k
′
gilt fu¨r das chemische Potential
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Abbildung 2.1: Phasendiagramm mit festem, flu¨ssigem und gasfo¨rmigem Zustand in
Abha¨ngigkeit von Temperatur und Sa¨ttigungsdruck
µi,k(ps, T ) = µi,k′ (ps, T ) [148].
Die Wachstumsgeschwindigkeit der Cluster durch Anlagerung von Moleku¨len aus
der Gasphase wird ebenfalls durch die Kollisionsfrequenz der freien Moleku¨le gleicher
Spezies mit den bereits gebildeten Clustern bestimmt. Die Kollisionsfrequenz la¨sst
sich aus der kinetischen Gastheorie herleiten und ist durch
νs = pid
2vn (2.9)
gegeben. Hierbei ist d der Moleku¨ldurchmesser, v die mittlere Geschwindigkeit und
n die Anzahl der Moleku¨le pro Volumen [49]. Die Modellierung der homogenen
Nukleation und Kondensation wird in den Abschnitten 3.3 und 3.4 ero¨rtert. Tiefere
Einsichten in die Materie ko¨nnen in den verwendeten Quellen [21, 59, 148, 75, 49,
26, 7, 83] gefunden werden.
2.3 WDF-Methoden
Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, stellen die aufgefu¨hrten Gleichungen ein Anfangs-
randwertproblem dar, was eine deterministische Behandlung nahelegt. Das Verhal-
ten turbulenter Stro¨mungen ist jedoch maßgeblich durch kleinskalige Fluktuationen
bestimmt, welche zu ungeordnetem und chaotischem Verhalten fu¨hren, im Allge-
meinen nicht aufgelo¨st werden ko¨nnen und daher eine statistische Beschreibung in
den Fokus ru¨cken lassen. Die statistische Information stochastischer Variablen in
einem turbulenten Stro¨mungsfeld kann durch ein Wahrscheinlichkeitsdichtefunktio-
nal (Probability Density Functional) beschrieben werden. Reduziert man die Be-
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trachtung auf einen Zeitpunkt und Ort, so kann die Beschreibung mit einer Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion (WDF, engl.
”
Probability Density Function“ (PDF))
geschehen. Es ko¨nnen alle Momente der Zufallsvariablen aus der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion gewonnen werden. Informationen u¨ber zeitliche oder ra¨umliche
Korrelationen sind jedoch nicht verfu¨gbar. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
einer Zufallsvariablen Φ sei mit P(Φˆ;x,t) dargestellt. Die Definition der Wahrschein-
lichkeit, dass sich die Zufallsvariable zum Zeitpunkt t am Ort x im Bereich dΦˆ um
Φˆ befindet, ist durch
P (Φˆ)dΦˆ ≡ Prob[Φˆ ≤ Φ < Φˆ + dΦˆ] (2.10)
gegeben. Die Erweiterung auf einen M-dimensionalen Zufallsvektor Φ =
(Φ1,Φ2,...,ΦM)
T mit Werten im Zustandsraum Ψ = (Ψ1,Ψ2,...,ΨM)
T fu¨hrt zur
Verbund-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion P(Ψ) mit der Wahrscheinlichkeit
P (Ψ)dΨ ≡ Prob[Ψ ≤ Φ < Ψ + dΨ] (2.11)
fu¨r Werte der Zufallsvariablen Φ im Bereich Ψ ≤ Φ < Ψ + dΨ. Notwendige Eigen-
schaften einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sind
P (Ψ) ≥ 0 (2.12)
wodurch der Ausschluss negativer Werte mathematisch formuliert ist. Zudem wird
eine Normierung nach ∫ ∞
−∞
P (Ψ)dΨ = 1 (2.13)
gefordert. Die Funktion muss stu¨ckweise stetig sein. Ein definiertes Limesverhalten
lim
Ψ→−∞
P (Ψ) = lim
Ψ→∞
P (Ψ) = 0 (2.14)
nach Gleichung 2.14 ist ebenfalls zu erfu¨llen. Das n-te Moment mn kann aus der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nach
mn =
∫ ∞
−∞
ΨnP (Ψ)dΨ (2.15)
gebildet werden. Der Erwartungswert < Φ > entspricht dem ersten Moment. Die
Favre-gemittelte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
P˜ (Ψ) ≡ ρ(Ψ)P (Ψ)
< ρ >
(2.16)
wird zur Beschreibung der Wahrscheinlichkeit bei Fluiden mit inhomogener, varia-
bler Dichte verwendet. Die Massendichtefunktion P (MDF) ist durch
P(Ψ) ≡ ρ(Ψ)P (Ψ) (2.17)
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definiert. Die Transportgleichung der WDF ist
∂
∂t
(< ρ|Ψ > P (Ψ)) + ∂
∂xj
(< ρuj|Ψ > P (Ψ)) =
− ∂
∂Ψi
(
P (Φ)
〈(
∂
∂t
(ρΦi) +
∂
∂xj
(ρujΦi)
) ∣∣∣∣Ψ〉) . (2.18)
Der linken Seite der Gleichung, mit der lokalen zeitlichen A¨nderung und der kon-
vektiven A¨nderung, steht der Drift im Phasenraum auf der rechten Gleichungsseite
gegenu¨ber. Spezifiziert werden mu¨ssen noch die entsprechenden Quellterme, die von
der Wahl der betrachteten Variablen Φi abha¨ngen. Φi sind die Elemente des Vektors
Φ. Fu¨r die betrachteten Dimensionen in dieser Arbeit ist dies in Gleichung 2.27 gege-
ben. Eine Herleitung der allgemeinen WDF-Transportgleichung findet sich in [106].
Im Falle vieler einzelner Realisierungen Φ eines Systems, kann die Wahrscheinlich-
keit fu¨r das Eintreten eines Zustandes an einem Ort und zu einem Zeitpunkt mit
der momentanen Verbund-WDF (engl. fine grained PDF)
P(Ψ,x, t) ≡ δ(Φ(x, t)−Ψ) =
∏
α
δ(Φα(x, t)−Ψα) (2.19)
als Produkt von Deltafunktionen dargestellt werden. Der Erwartungswert der mo-
mentanen Verbund-WDF fu¨hrt im Falle unendlich vieler Realisierungen zur WDF
P (Ψ,x, t) =< P(Ψ,x, t) >=
∫
δ(Φ
′ −Ψ)P (Φ′)dΦ′ . (2.20)
Die Berechnung von Quelltermen Wα(Φ), welche im Allgemeinen eine Modellierung
erfordern, kann durch Verwendung der WDF nach
< Wα >=
∫
WαP (Ψ)dΨ (2.21)
erfolgen und lo¨st somit das Schließungsproblem. In Lagrangen WDF-Methoden wer-
den stochastische Modelle verwendet, um die Entwicklung der einzelnen Partikel zu
beschreiben. Ein einfaches stochastisches Modell ist die Langevin-Gleichung, welche
einen Markov-Prozess beschreibt. Ein zentraler Bestandteil der Methode ist die Tat-
sache, dass in einem turbulenten Fluid die WDF der transportierten Stoffe durch
ein Ensemble von Partikeln repra¨sentiert werden kann. Die diskrete WDF kann aus
den Zusta¨nden der N-Partikel des Ensembles
FN(Ψ) ≡ 1∑N
n=1 m
n
N∑
n=1
mn · δ(Φn −Ψ) (2.22)
gewonnen werden, wobei δ die Dirac-Funktion repra¨sentiert und m die Partikel-
masse. Im Limes strebt der Erwartungswert der diskreten WDF gegen den mathe-
matischen Erwartungswert. Der Erwartungswert der diskreten WDF entspricht der
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kontinuierlichen WDF, diese Beziehung dru¨ckt sich durch
〈FN(Ψ)〉 = F (Ψ) (2.23)
aus. Aus der diskreten WDF FN ko¨nnen Ensemble-Mittel beliebiger Funktionen
Q = Q(Φ) durch
〈Q(Φ)〉N =
1∑N
n=1 m
n
N∑
n=1
mnQ(Φn) (2.24)
gebildet werden. Die A¨nderung der WDF kann durch den Transport eines re-
pra¨sentativen Partikel-Ensembles im physikalischen Raum und Zustandsraum ab-
gebildet werden. Die einzelnen Realisierungen des stochastischen Systems (fort-
an Monte-Carlo-Partikel bzw. MC-Partikel genannt) haben jedoch keine physika-
lische Bedeutung. Fu¨r die physikalische Interpretation mu¨ssen die WDF und de-
ren Momente heran gezogen werden [113]. Die Berechnung der WDF mit Partikel-
Verfahren bietet einige Vorteile, wie die lineare Abha¨ngigkeit des Rechenaufwan-
des und der Speicherbelegung mit der Anzahl der unabha¨ngigen Variablen, so-
wie das Auftreten der Quellterme in geschlossener Form, und ist Gegenstand die-
ser Arbeit. Weitere Einsichten ko¨nnen durch die Lektu¨re der verwendeten Quellen
[106, 115, 5, 110, 113, 111, 123] gewonnen werden.
2.4 Aerosole und deren Beschreibung durch
Populationsbilanzgleichung
Aerosole sind eine Suspension von Tropfen oder Partikeln in einem Gas. Die sehr
allgemein gefasste Definition spiegelt bereits die große Zahl mo¨glicher Stoffe, Quel-
len und Bereiche wider, die mit Aerosolen in Verbindung stehen. Sprachlich werden
Aerosole im Allgemeinen mit ihrer Herkunft verknu¨pft. Staub beschreibt meist klei-
ne Partikel aus Desintegrationsprozessen. Rauch und Abgas deuten auf eine bren-
nende Quelle hin. Ruß bildet eine weitere Unterkategorie von Kohlenstoffpartikeln,
welche aus der Verbrennung fossiler Brennstoffe stammen. Wolken oder Nebel spe-
zifizieren hingegen kleine Flu¨ssigkeitstro¨pfchen. Ein Aerosol bildet ein dynamisches
System, dessen Eigenschaften weitgehend durch Form und Gro¨ßenverteilung be-
schrieben werden ko¨nnen. Die Gro¨ße der Partikel oder Tropfen, die ein Aerosol
bilden, liegen im Bereich von Nano- bis Mikrometern. Neben der Bildung durch
Nukleation (Gas zu Flu¨ssigkeit), Resublimation (Gas zu Feststoff), Erosion (Ab-
rieb von Feststoffen), werden die Eigenschaften noch durch Kondensation, Agglo-
meration und Zerbrechen beeinflusst [50], [22], [163]. Die Beschreibung des Aero-
sols kann durch eine Gro¨ßenverteilungsfunktion nd(dp, ~x, t) erfolgen, welche durch
nd(dp, ~x, t) =
dN
d(dp)
definiert wird. N stellt die Anzahl der Partikel pro Volumen dar
und dp den Partikeldurchmesser [71]. Die ra¨umliche und zeitliche Entwicklung der
Gro¨ßenverteilungsfunktion kann durch die Populationsbilanzgleichung (PBG) (engl.
”
Population Balance Equation“) beschrieben werden. Eine allgemeine Form findet
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sich z. B. in [131]
∂n(xi, t)
∂t
− ∂[ui · n(xi, t)]
∂xi
= D
∂2 · n(xi, t)
∂x2i
+B +Bagg −Dagg +Bbr −Dbr. (2.25)
Zu der zeitlichen A¨nderung (linke Seite) aufgrund von Konvektion und Diffusion
(erste zwei Terme der rechten Seite) kommen A¨nderungen aufgrund von Nukleation
(B), Agglomeration (Quelle: Bagg, Senke: Dagg) und Zerbrechen (Quelle: Bbr, Sen-
ke: Dbr) hinzu. Die Modellierung der Populationsbilanzgleichung wird in Abschnitt
3.2 ero¨rtert. Fu¨r eine diskretisierte Behandlung der Gro¨ßenverteilungsfunktion kann
Gleichung 2.25 in eine Transportgleichung fu¨r die Besetzungsdichte der einzelnen
Sektionen Nk = N(dk) u¨berfu¨hrt werden. Fu¨r die k-te Sektion ist diese durch
∂Nk
∂t
+ (u · ∇)Nk = D · ∇2Nk + W˙k (2.26)
gegeben. Hierbei fasst W˙k die bereits beschriebenen Quellterme zusammen. Eine
vereinfachte Transportgleichung der vereinten WDF fu¨r die Spezies und die diskre-
tisierte Gro¨ßenverteilungsfunktion f(y,n,x, t) ist durch
∂f
∂t
+ < uj >
∂f
∂xj
=
− ∂
∂xj
[< u
′
j|y,n > ·f ]−
∂
∂yα
[< Dα∇2yα|y,n > ·f ]− ∂
∂yα
[wα(y,n) · f ]
− ∂
∂nk
[< Dk∇2nk|y,n > ·f ]− ∂
∂nk
[Wk(y,n) · f ]
(2.27)
dargestellt. Hierbei repra¨sentiert n die Variablen Nk im Zustandsraum und y den
Zustandsraum der Spezies. Die Quellterme sind durch wα und Wk dargestellt. Es
wurde die Reynolds-Zerlegung verwendet.
2.4.1 Lo¨sungsverfahren fu¨r die Populationsbilanzgleichung
Die Populationsbilanzgleichung (Gleichung 2.25) stellt ein komplexes Integral-
Differential-Gleichungssystem dar, dessen Lo¨sung mit erheblichem Aufwand ver-
bunden ist [130], [122], [30]. Nur in stark vereinfachten Fa¨llen kann eine ana-
lytische Lo¨sung erreicht werden. Inhomogenita¨ten im Stro¨mungsfeld haben je-
doch starken Einfluss auf die Gro¨ßenverteilungsfunktion. Zur Beru¨cksichtigung in-
homogener Stro¨mungsfelder kann die PBG im Falle laminarer Stro¨mungen oh-
ne großen Aufwand mit der Navier-Stokes-Gleichung gekoppelt werden. In turbu-
lenten Stro¨mungsfeldern, welche im Allgemeinen nicht vollsta¨ndig aufgelo¨st wer-
den ko¨nnen, fu¨hren turbulente Fluktuationen der Skalarverteilungen sowie der
Gro¨ßenverteilungsfunktion selbst zu ungeschlossenen Termen. Im Folgenden wird
ein U¨berblick u¨ber die wichtigsten Lo¨sungsansa¨tze gegeben sowie die exemplarische
Auffu¨hrung von Forschungsarbeiten mit der jeweiligen Methode vorgenommen.
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2.4.1.1 Analytische Methoden
Unter vereinfachten Bedingungen kann fu¨r die PBG eine analytische Lo¨sung erreicht
werden. Lage [64] sowie Patil und Andrews [104] leiteten eine analytische Lo¨sung
der PBG unter Beru¨cksichtigung von Agglomeration und Zerbrechen her, jedoch
unter der restriktiven Bedingungen, dass die Gesamtzahl der Partikel konstant ist.
Eine Lo¨sung fu¨r voneinander unabha¨ngige Agglomerations- und Zerbrechens-Raten,
jedoch mit Beschra¨nkungen fu¨r die Form der Verteilung, wurde von verschieden
Forschern vero¨ffentlicht [14, 33, 17]. Eine U¨bersicht u¨ber Arbeiten zur analytischen
Lo¨sung der PBG findet sich in [84].
2.4.1.2 Momenten-Methoden
Eine Lo¨sung der PBG mit Hilfe von Momenten-Methoden wurde erstmals
von Hulburt und Katz 1964 [53] vorgeschlagen. Das n-te Momente der
Gro¨ßenverteilungsfunktion ist durch
mn(x, t) =
∫ ∞
0
n(dp,x, t)d
n
pddp ≈
N∑
j=1
wjd
k
p,j (2.28)
definiert. Die Transportgleichungen der Momente sind gewo¨hnliche Differentialglei-
chungen, wa¨hrend die WDF-Transportgleichung eine partielle Integral-Differential-
Gleichung darstellt. Die Behandlung der Momenten-Transportgleichungen bringt
jedoch ein Schließungsproblem mit sich. Eine effektive Technik zur Schließung wur-
de 1997 von McGraw [85] mit der
”
Quadrature Method of Momentes“ (QMOM)
eingefu¨hrt. Hierbei werden die Integrale durch eine Reihenentwicklung dargestellt
(rechte Seite von Gleichung 2.28). Die Abszisse dp und die Gewichte wj wurden mit
dem
”
Product-Difference“-Algorithmus (PD) [46] berechnet. Die Transportgleichung
fu¨r das n-te Moment ist
∂mn(x, t)
∂t
+ < ui >
∂mn(x, t)
∂xi
− ∂
∂xi
[
Γt
∂mn(x, t)
∂xi
]
= Sn(x, t). (2.29)
Die Reynolds-gemittelte Geschwindigkeit der i-ten Richtung ist durch < ui > re-
pra¨sentiert, die turbulente Diffusivita¨t durch Γt und der Quellterm durch Sk(x, t),
welcher durch
Sn(x, t) = (0)
nB(x, t) +
∫ ∞
0
ndn−1p G(dp)n(dp,x, t)ddp
+Ba,n(x, t)−Db,n(x, t)
(2.30)
gegeben ist. Die Gleichung beru¨cksichtigt den Quellterm B(x, t), die Wachstumsrate
G(dp) sowie die Quellen und Senken aufgrund von Agglomeration Ba,n(x, t) und Zer-
brechen Db,n(x, t). Die QMOM-Methode stellt auch die Terme auf der rechten Seite
von Gleichung 2.30 durch Summen u¨ber dp,j und wj dar. In der Literatur finden sich
viele Beispiele fu¨r die Anwendung der QMOM-Methode. Die Forschergruppe um
Fox vero¨ffentlichte bereits einige Arbeiten, bei welchen diese Methode angewandt
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wurde [80, 165, 154, 81, 82]. Weitere Arbeiten wurden z. B. von Menwer et al. [6]
und Wan et al. [152] durchgefu¨hrt. Eine Weiterentwicklung, die
”
Direct Quadra-
ture Method of Moments“-Methode (DQMOM), wurde im Jahr 2004 von Fan et al.
[34] vorgestellt. Eine LES zur Berechnung der Nachlaufstro¨mung von Fahrzeugen in
Kombination mit der DQMOM-Methode wurde von Chan und Liu [20] zur Berech-
nung von Abgaspartikeln von Fahrzeugen verwendet. Ein weitere Variante ist die
”
Conditional Quadrature Method of Moments“-Methode (CQMOM) von Yuan und
Fox [162]. Ebenfalls eine Modifikation des urspru¨nglichen Ansatzes ist die
”
Method
of Moments with Interpolative Closure“ (MOMIC), welche von Mu¨ller et al. [97] zur
Berechnung von Rußpartikeln verwendet wurde.
2.4.1.3 Sektionale Methoden
Die Darstellung der Gro¨ßenverteilungsfunktion durch einen Diskretisierungsan-
satz wird als
”
Classes Methods“ (CM) bezeichnet. Im Allgemeinen umfassen die
mo¨glichen Gro¨ßen von Partikeln oder Tropfen mehrere Gro¨ßenordnungen. Die dis-
krete Darstellung der Gro¨ßenverteilungsfunktion erfolgt daher im Allgemeinen nicht
durch a¨quidistante Stu¨tzstellen, sondern durch eine geometrische Folge, deren Sum-
manden dk = d0 · ckw u¨ber einen Wachstumsfaktor mit dem Durchmesser des ersten
Elementes d0 verknu¨pft sind. Der Wachstumsfaktor wird durch cw =
dk+1
dk
definiert
und gibt das Verha¨ltnis der Gro¨ße aufeinander folgender Elemente an. Zur Charak-
terisierung kann neben dem Durchmesser dk z. B. auch die Masse der Partikel oder
das Volumen verwendet werden. Bei dieser Darstellung sind die A¨nderungen einer
Sektion aufgrund von Nukleation oder Kondensation numerisch leicht abzubilden.
Die A¨nderungen aufgrund von Agglomeration oder Zerbrechen fu¨hren zu erhebli-
chem Rechenaufwand, da alle Kombinationen aus anderen Sektionen beru¨cksichtigt
werden mu¨ssen, welche die Population der Sektion k beeinflussen ko¨nnen. In der
Literatur finden sich verschiedene Ansa¨tze, um diese Problematik zu behandeln.
Batterham et al. (1981) [11] verwendeten den Partikeldurchmesser zur Charakteri-
sierung und einen Wachstumsfaktor von cw = 2
1
3 . Um den numerischen Aufwand zu
reduzieren beru¨cksichtigten sie nur Partikel, die aus 2i Monomeren gebildet wurden.
A¨hnliche Ansa¨tze wurden von Hounslow et al. [51] und Lister et al. [74] verfolgt.
Fu¨r Systeme, welche ausschließlich Zerbrechen abbilden, benutz Vanni [147] Elemen-
te beliebiger Gro¨ße. Kumar und Ramkrishna [63] verwendeten einen Algorithmus,
welcher beim Zerbrechen und der Agglomeration von Elementen beliebiger Gro¨ße
die Masse und die Anzahl der Elemente erhielt.
2.4.1.4 WDF-Methoden
Um die Effekte kleinskaliger Turbulenz bei der Entwicklung der
Gro¨ßenverteilungsfunktion beru¨cksichtigen zu ko¨nnen, wurden WDF-Methoden
entwickelt. Die Information der WDF der Skalare ermo¨glicht die Berechnung der
nichtlinear abha¨ngigen Quellterme ohne Modellierung der Effekte kleinskaliger
Turbulenz. Aufgrund der begrenzten ra¨umlichen und zeitlichen Information der
WDF (ein-Punkt-ein-Zeitpunkt WDF) sind jedoch nicht alle Terme geschlossen und
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das turbulente Mischen muss modelliert werden. Abha¨ngig von der transportierten
Information werden WDF-Methoden in zwei Klassen eingeteilt. Die
”
presumed
PDF“-Methoden transportieren einige Momente der Gro¨ßenverteilungsfunktion und
rekonstruieren selbige mit einer angenommenen Form (z. B. Gauss oder β-PDF)
aus den Momenten. Eine Reihe von Arbeiten zu Partikelwachstum mit einer ange-
nommenen WDF-Methode wurde von Baldyga et al. [9, 10, 8] durchgefu¨hrt. Moss
et al. [141, 96, 95] verwendeten diese Technik in Kombination mit einem flamelet
Ansatz, um Rußbildung zu simulieren. Eine angenommene WDF-Methode wurde
von Kronenburg et al. [61] in Kombination mit
”
Conditional Moment Closure“
(CMC) zur Berechnung von Rußbildung angewendet. Die zweite Klasse sind die
transportierten-WDF-Methoden (engl.
”
transported PDF-methods“). Bei dieser
Methode wird eine Transportgleichung fu¨r die PDF aller Zufallsvariablen gelo¨st.
Es muss daher keine Annahme bezu¨glich der Form der WDF getroffen werden, der
numerische Aufwand ist jedoch deutlich gro¨ßer als bei
”
presumed PDF“-Methoden.
Die Methode geht auf Arbeiten von Lundgren [78] zuru¨ck. Dopazo und O’Brien
[29] wendeten diese Technik auf Verbrennungsprobleme an. Pope fu¨hrte Monte
Carlo Methoden (MC-Methoden) ins Feld, um durch einen stochastischen Ansatz
numerisch effiziente Lo¨sungsmethoden nutzen zu ko¨nnen [110, 113, 115, 117].
MC-Methoden ko¨nnen in einem Lagrangen oder Eulerschen Rahmen umgesetzt
werden.
Die Eulersche Umsetzung mit der stochastischen Feld-Methode (engl.
”
Stochastic
Fields Method“ oder
”
Field Monte Carlo“-Methode) wurde von Garmory und Mas-
torakos [41] zu Berechnung von Nukleation und Kondensation von DBP-Tropfen
in einem turbulenten Jet verwendet. Akroyd nutzte diese Methode zur Berechnung
von Titan-Nanopartikel-Wachstum in reagierenden, turbulenten Stro¨mungen [2]. Die
Methode geht auf Arbeiten von Valino [145] und Sabel’nikov und Soulard [133]
zuru¨ck. Bei dieser Methode wird die stochastische Komponente u¨ber einen Wiener-
Prozess bei der Evolution des Eulerfeldes eingebracht.
Eine Lagrange Umsetzung mit stochastischen Partikeln (Monte Carlo Partikel)
wurde von Lindstedt und Louloudi [73] zur Berechnung der Bildung von Rußparti-
keln verwendet. Sie transportierten die WDF aller reaktiven Skalare und die Momen-
te der Rußverteilung. Der Transport der reaktiven Skalare und der diskretisierten
WDF wurde von Veroli und Rigopoulos [150] 2009 zur Berechnung der Ausscheidung
von Bariumsulfat in einer turbulenten Rohrstro¨mung verwendet. Das Stro¨mungsfeld
wurde in beiden Fa¨llen mit einer RANS-Simulation berechnet. Weitere Arbeiten mit
dieser Technik wurden z. B. von Kuan und Lindstedt [62] durchgefu¨hrt. Wesentliche
Charakteristiken der Methode, welche auch den Kern dieser Arbeit bildet, werden
in den Abschnitten 2.3 und 3.2 ero¨rtert.

3 Modellierung
In diesem Abschnitt wird ein U¨berblick u¨ber die wichtigsten Modellierungsansa¨tze
gegeben. Hierbei werden die verwendeten Schließungsmodelle fu¨r die Berechnung
turbulenter Stro¨mungen vorgestellt. Im Anschluss wird die Umsetzung der Popu-
lationsbilanzgleichung mit MC-Partikeln diskutiert, gefolgt von der Modellierung
der homogenen Nukleation von DBP-Tropfen, deren Wachstum durch Kondensa-
tion sowie die Modellierung der Phasenu¨bergangswa¨rme und die Einfu¨hrung der
verwendeten Mischungsmodelle.
3.1 Modellierung turbulenter Stro¨mungen
Die Lo¨sung der stro¨mungsmechanischen Gleichungen, die in Abschnitt 2.1 dargelegt
wurde, kann analytisch nur fu¨r sehr einfache Problemstellungen erreicht werden.
Turbulente Stro¨mungen sind ein Mehrskalenproblem in Raum und Zeit. Die kine-
tische Energie der Stro¨mung wird von großen, energiehaltigen Strukturen zu ener-
giea¨rmeren, kleineren Strukturen umverteilt und schließlich dissipiert. Die gro¨ßten
Strukturen dieser Energiekaskade sind durch die Abmessung des umstro¨mten oder
durchstro¨mten Objektes gegeben. Die kleinsten Skalen, Kolmogorov-Mikroskalen η,
ha¨ngen von der Reynolds-Zahl ab. Es gilt η ∝ 1
Re
3
4
[142]. Weitere Eigenschaften tur-
bulenter Stro¨mungen und Konzepte zur Beschreibung finden sich in Klassikern der
Stro¨mungsmechanik (siehe z. B. [132, 159]). Mit steigender Reynolds-Zahl werden
die Anforderungen an die Auflo¨sung und an die damit verbundenen Computerres-
sourcen immer ho¨her. Trotz der Verdoppelung der Rechnerleistung alle zwei Jahre
(Moore’s Law [94]) ist auch in absehbarer Zeit die voll aufgelo¨ste Berechnung indus-
triell relevanter Stro¨mungsprobleme nicht mo¨glich. Abhilfe schafft eine Trennung in
aufgelo¨ste, große Strukturen und nicht aufgelo¨ste, kleine Strukturen. Hierbei wird
mindestens 80% der Energie der Stro¨mung aufgelo¨st und die Effekte der kleinska-
ligen Strukturen ko¨nnen modelliert werden, aufgrund der mit abnehmender Gro¨ße
zunehmenden Isotropie. Die Trennung kann mit einer ra¨umlichen Filterung erreicht
werden [43, 67]. Die Filterung fu¨hrt zum Informationsverlust bezu¨glich der Struk-
turen mit Abmessungen kleiner der Filterweite und die Effekte der Feinstruktur
mu¨ssen modelliert werden. Mit Hilfe der Grobstruktursimulation ko¨nnen industriell
relevante turbulente Stro¨mungen zeitaufgelo¨st simuliert und neue Anwendungsbe-
reiche der Forschung zuga¨nglich gemacht werden [116, 76].
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3.1.1 Filterung
Die Filterung durch ein Faltungsintegral
f(x) =
∫
V
G(x, y,∆(x))f(y)dy (3.1)
fu¨hrt zu einer Trennung in bekannte, gefilterte Terme (Φ) und unbekannte Fein-
strukturterme Φ
′
(Φ = Φ + Φ
′
). Fu¨r Stro¨mungen mit variabler Dichte wird eine
Dichte gemittelte Filterung (Favre-Filterung)
f˜ =
ρf
ρ
(3.2)
angewendet. Wendet man diese Operation auf die Navier-Stokes-Gleichung an, so
erha¨lt man fu¨r die i-te Komponente die Gleichung
∂
∂t
(ρu˜i) +
∂
∂xj
(ρu˜iu˜j) = − ∂p
∂xi
+
∂τ ij
∂xj
− ∂τ
fs
ij
∂xj
. (3.3)
Die Feinstrukturanteile des Stress-Tensors τ fsij mu¨ssen modelliert werden [68], [58].
3.1.2 Smagorinsky-Modell
Da die turbulenten Strukturen mit abnehmender Gro¨ße zunehmend isotrop wer-
den, kann die Modellierung der Feinstrukturanteile des Stress-Tensors τ fsij mit der
Boussinesq-Annahme mittels der aufgelo¨sten Stro¨mungsanteile nach
τ fsij = −2µtS˜ij = −2ρ(Cs∆)2||S˜||S˜ij (3.4)
erfolgen. Durch die Einfu¨hrung der turbulenten Viskosita¨t µt = ρ(Cs∆)
2||S˜|| wer-
den die Effekte der turbulenten Schwankungen mit denen der molekularen Viskosita¨t
verknu¨pft und eine Schließung erreicht [135]. Bei anisotropen Gittern kann fu¨r die
La¨ngenskala ∆ z. B. eine gemittelte Kantenla¨nge aus dem LES-Zell-Volumen ver-
wendet werden [25]. Der Stresstensor definiert sich durch
Sij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
. (3.5)
Fu¨r die Smagorinsky-Konstante Cs finden sich in der Literatur Werte im Bereich
0, 05 < Cs < 0, 5. Um die Abha¨ngigkeit der Modellierung von der Wahl des Wertes
der Smagorinsky-Konstante zu lo¨sen, entwickelten Germano et al. [44] eine dyna-
mische Prozedur zur Berechnung von Cs. Hierzu wird ein gro¨berer Testfilter ver-
wendet. Der Testfilter wird meist mit doppelter Breite gewa¨hlt, ∆ˆ = 2 · ∆. Die
Konstante wird unter Verwendung der Germano-Identita¨t Lij = −ûiuj + uˆiuˆj und
Mij = ∆ˆ
2|Sˆ|Sˆij −∆2 |̂S|Sij gebildet [37]. Eine Lo¨sung fu¨r das u¨berbestimmte Glei-
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chungssystem von Lilly [72] fu¨hrt zu
C2s =
1
2
LijMij
MijMij
(3.6)
fu¨r die Bestimmung des Koeffizienten.
3.2 Modellierung der Populationsbilanzgleichung
Im Rahmen dieser Arbeit werden die homogene Nukleation von Tropfen und das
Wachstum durch Kondensation betrachtet. Die Behandlung von Zerbrechen und
Agglomeration sind nicht Gegenstand der Betrachtungen. Die Populationsbilanz-
gleichung (Gleichung 2.25) kann somit durch
∂N(dp, ~x, t)
∂t
+∇[~u ·N(dp, ~x, t)] + ∂
∂dp
[G(dp, ~Y ) ·N(dp, ~x, t)]
= Dp∇2N(dp, ~x, t) + ω˙N(~Y ,N)
(3.7)
dargestellt werden [53, 131]. Neben der lokalen, zeitlichen A¨nderung und der kon-
vektiven A¨nderung der Populationsdichte, links des Gleichheitszeichens, beschreibt
der Drift im Phasenraum den Prozess des Tropfenwachstums. Die Terme der rechten
Seite beschreiben die Diffusion und den Quellterm der homogenen Nukleation. Glei-
chung 3.7 stellt eine Fokker-Planck-Gleichung dar. Eine a¨quivalente Beschreibung
der ra¨umlichen und zeitlichen A¨nderung der Gro¨ßenverteilungsfunktion erha¨lt man
nach dem Satz von Feynman-Kac durch ein System von Langevin-Gleichungen fu¨r
ein Ensemble stochastischer Einheiten [40, 146, 137]. Das Feynman-Kac Theorem
findet sich in Appendix 11.1. Ein solches System stellen die Gleichungen
d~x = ~˜u(~x, t) · dt+ (2 · Γ(~x, t)) 12 · d~ω (3.8)
und
dΦi = [M(~x,Φi) +Wi(Φ)]dt (3.9)
dar und werden in jedem Zeitschritt fu¨r jedes MC-Partikel gelo¨st. Gleichung 3.8
beschreibt die ra¨umliche A¨nderung eines MC-Partikels. Zu der A¨nderung aufgrund
der aus der LES-Simulation erhaltenen Geschwindigkeit kommt noch eine stochas-
tische Komponente hinzu. Hierbei ist Γ(~x, t) die effektive Diffusivita¨t. ~ω ein vektori-
elles, diskretes A¨quivalent eines unabha¨ngigen Wiener-Prozesses. Fu¨r jeden Zeit-
schritt werden die Komponenten des Vektors ωi =
√
∆tξi berechnet, wobei ξi
Zufallszahlen nach einer Gaussverteilung mit Mittel Null und Varianz Eins dar-
stellen. Die A¨nderung der Skalarwerte (Gleichung 3.9), die auf dem MC-Partikel
transportiert werden, wird durch den Mischungsoperator M(~x,Φi) und den Quell-
term Wi(Φ) beschrieben. Die Modellierung des Mischungsoperators wird in Ab-
schnitt 3.6 und die der Quellterme in den Abschnitten 3.3 und 3.4 ero¨rtert. Zu
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den Skalaren, die die MC-Partikel transportieren, geho¨ren auch die diskreten Sek-
tionen Nk der Gro¨ßenverteilungsfunktion N(dp, ~x, t). Fu¨r die diskrete Darstellung
der Gro¨ßenverteilungsfunktion werden Tropfendurchmesser als Stu¨tzstellen definiert.
Die Tropfendichte Nk gibt an, wie viele Tropfen mit dem Durchmesser dk pro Vo-
lumen existieren. Die Anzahl der Sektionen wird im Allgemeinen durch die Rechen-
leistung limitiert und da die mo¨glichen Tropfengro¨ßen mehrere Gro¨ßenordnungen
umfassen, werden aufeinander folgende Sektionen mit einem Wachstumsfaktor ver-
sehen. Die mathematische Formulierung mit einem Wachstumsfaktor cw > 1 fu¨hrt
zu dk+1
dk
= cw. Der Wachstumsfaktor sollte moderat gewa¨hlt werden 1 < cw << 2
(siehe [74]).
3.3 Modellierung der Oberfla¨chenspannung und
homogenen Nukleation
Bevor in diesem Abschnitt die Modellierung der Oberfla¨chenspannung und der Nu-
kleationsrate ero¨rtert wird, werden noch die wichtigsten zugrunde liegenden Gro¨ßen
eingefu¨hrt. Die Summe der Partialdru¨cke in einem Gasgemisch ergeben den Gesamt-
druck. Der Partialdruck einer Spezies kann nach pi = Xi · p berechnet werden [144].
Der Molenbruch einer Spezies Xi kann in den Massenbruch Yi mit Xi =
·M
Mi
· Yi um-
gerechnet werden, wobei M die molare Masse des Gemisches ist und Mi die molare
Masse der i-ten Spezies [108]. In der Literatur finden sich verschiedene Formulierun-
gen fu¨r den Sa¨ttigungsdruck von DBP ps. Eine Formulierung nach [128] ist
log(ps) = 133, 32 ·
(
7, 065− 1666
T
− 547700
T 2
)
[pa] (3.10)
welche mit psat,1 bezeichnet werden wird. Die Formulierung aus [118]
log(ps) =
−4501
T
+ 12, 88 [pa] (3.11)
wird mit psat,2 referenziert werden. Eine weitere Formulierung aus [28]
log(ps) = 160, 25− 16941
T
− 19, 254lnT + 6, 6324 · 10
−6
T 2
[pa] (3.12)
wird mit psat,3 referenziert werden. In Abbildung 3.1 sind die Sa¨ttigungsdru¨cke im fu¨r
diese Arbeit relevanten Temperaturbereich graphisch dargestellt. Der Temperatur-
bereich erstreckt sich auf 299K < T < 413K. Details ko¨nnen Abschnitt 5 entnom-
men werden. Die exponentielle Abha¨ngigkeit des Sa¨ttigungsdruckes von der Tem-
peratur ist augenscheinlich. Die Werte im Temperaturbereich 340K < T < 400K
unterscheiden sich stark. Die Kurven von psat,1 und psat,2 schneiden sich bei Tempe-
raturen knapp u¨ber 400K. Fu¨r die durchgefu¨hrten Simulationen wurde die Formu-
lierung des Sa¨ttigungsdruckes psat,1 (Gleichung 3.10) verwendet. Der Ausdruck fu¨r
psat,1 wird im Folgenden durch ps referenziert werden.
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Abbildung 3.1: Sa¨ttigungsdru¨cke in Pascal u¨ber der Temperatur
Der Sa¨ttigungsdruck wird zur Formulierung der Sa¨ttigung S = pDBP/ps ge-
nutzt [153]. Wie bereits beschrieben, ist die Oberfla¨chenspannung eine entscheidende
Gro¨ße fu¨r den Phasenu¨bergang. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Formu-
lierung nach [13] ist
σ = (33, 93− 0, 0894 · (T − 293, 15)) · 10−3
[
N
m
]
. (3.13)
Die Simulationsergebnisse von Mastorakos [41] zeigten im Vergleich zu experimen-
tellen Daten zu niedrige Nukleationsraten. Um die Nukleationsrate anzuheben und
das Maximum stromauf zu verschieben, modifizierte er die Oberfla¨chenspannung.
Er verwendete hierbei drei modifizierte Versionen von Gleichung 3.13. Die modifi-
zierten Oberfla¨chenspannungen seien mit σM1, σM2 und σM3 bezeichnet. Der Effekt
der unterschiedlichen Oberfla¨chenspannung wird in Abschnitt 7.5 untersucht. Eine
leichte A¨nderung zur Formulierung aus Gleichung 3.13 ist durch
σM1 = 0, 86 · (35, 3− 0, 0863 · (T − 273)) · 10−3
[
N
m
]
(3.14)
gegeben. Die zweite modifizierte Oberfla¨chenspannung wird nach
σM2 = 1, 04 · (35, 3− 0, 2 · (T − 273)) · 10−3
[
N
m
]
(3.15)
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berechnet. Die dritte modifizierte Formulierung der Oberfla¨chenspannung ist
σM3 = 1, 10 · (35, 3− 0, 22 · (T − 273)) · 10−3
[
N
m
]
. (3.16)
In Abbildung 3.2 sind die Oberfla¨chenspannungen u¨ber der Temperatur, im fu¨r
diese Arbeit relevanten Bereich, aufgetragen. Die Oberfla¨chenspannungen σMi liegen
unter dem Verlauf von σ. Die erste Modifikation σM1 la¨uft nahezu parallel zu σ.
Alle modifizierten Oberfla¨chenspannungen haben unterschiedliche Steigungen und
schneiden sich im Bereich 320 < T < 340.
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Abbildung 3.2: Oberfla¨chenspannungen u¨ber dem Mischungsbruch
Die Rate der homogenen Nukleation B[ #
m3s
] kann durch
B(S, σ, T ) =
N2avm
S
(
2σ
pimm,DBP
) 1
2
exp
(
− 16piσ
3m2m,DBP
3(kbT )3ρ2l (ln(S))
2
)
exp
(
smonσ
kbT
)
.(3.17)
berechnet werden [45]. Man beachte die Nichtlinearita¨t der Abha¨ngigkeiten. Die
Gro¨ßen vm und smon stehen fu¨r das molare Volumen und die molare Oberfla¨che von
DBP. Die molare Oberfa¨che wird aus dem molaren Volumen berechnet. Hierzu wird
eine Kugelform angenommen. Die Flu¨ssigkeitsdichte kann nach ρfl = 1049, 2−0, 67 ·
(T−293, 15) [ kg
m3
]
berechnet werden [13] und verknu¨pft das molekulare Volumen u¨ber
vm = m/ρfl mit der molekularen Masse mm,DBP des DBP, welche aus mm,DBP =
MDBP/Na berechnet werden kann. MDBP ist die molare Masse von DBP und Na
die Avogadro-Konstante. Die Rate der homogenen Nukleation wurde im Rahmen
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der
”
self consistent theory“ durch den Term exp
(
smonσ
kT
)
erweitert. Die klassische
Nukleationstheorie (Bk) fu¨hrt zu
Bk(S, σ, T ) = N
2
avm
(
2σ
pimm,DBP
) 1
2
exp
(
− 16piσ
3m2m,DBP
3(kbT )3ρ2l (ln(S))
2
)
(3.18)
als Ausdruck fu¨r die Nukleationsrate [36]. In der Fachliteratur finden sich Be-
richte fu¨r sechs bis neun Gro¨ßenordnungen zu niedrige Nukleationsraten durch
die Verwendung von Gleichung 3.18 fu¨r DBP [48]. Bei Vernachla¨ssigung der Pha-
senu¨bergangswa¨rme und des Massenverlustes des kondensierten DBP aus der Gas-
phase sind die Temperatur und der Massenbruch des DBP linear vom Mischungs-
bruch abha¨ngig. Der Mischungsbruch ist ein passiver Skalar, der im Jet zu Eins und
im Hu¨llstrom zu Null gesetzt wird. Es gilt Z = Φ−Φmin
Φmax−Φmin im Falle eines erhaltenen
Skalares Φ mit Maximalwert im Jet und Minimalwert im Hu¨llstrom. In Abbildung
3.3 ist die Nukleationsrate (nach Gleichung 3.17 und 3.18) u¨ber dem Mischungs-
bruch zu betrachten. Die verwendeten Randbedingungen sind Xdbp,max = 3, 6 · 10−4,
Xdbp,min = 0, Tmax = 413K und Tmin = 299K. Der Maximalwert der Nukleati-
onsrate betra¨gt Bmax = 8, 94 · 1012 bei Z ≈ 0, 12. Die Abbildung verdeutlicht die
Abha¨ngigkeit von den zugrunde liegenden Skalaren und zeigt die begrenzte Region
mit signifikanten Nukleationsraten (B(Z) > 0, 5Bmax fu¨r 0, 1 < Z < 0, 17). Die
unterschiedlichen Formulierungen der Nukleationsrate fu¨hren zu Werten mit mehre-
ren Gro¨ßenordnungen Unterschied. Die modifizierte Nukleationsrate nach Gleichung
3.17 fu¨hrt zudem zu einer Verschiebung der Kurve zu niedrigeren Mischungsbru¨chen.
Um die leicht unterschiedliche Sensitivita¨t der Sa¨ttigung vom Mischungsbruch zu zei-
gen, wurde zusa¨tzlich zur Nukleationsrate die Sa¨ttigung u¨ber dem Mischungsbruch
eingetragen und mit dem Maximalwert Smax = 292, 35 normalisiert.
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Abbildung 3.3: Normierte Sa¨ttigung und Nukleationsraten u¨ber dem Mischungs-
bruch fu¨r Xdbp = 3, 6 · 10−4(≡ Z = 1)
Die Gro¨ße der gebildeten Tropfen ha¨ngt von den Umgebungsbedingungen ab. Der
kritische Durchmesser dkrit wird fu¨r S > 1 mit
dkrit =
4σvm
kT ln(S)
(3.19)
berechnet [45]. In Abbildung 3.4 ist dkrit u¨ber dem Mischungsbruch im fu¨r die Nu-
kleationsrate relevanten Bereich aufgetragen. (Es wurden die fu¨r die Nukleationsrate
spezifizierten Randbedingungen fu¨r Xdbp und T verwendet.) Die gebildeten Tropfen
liegen im Bereich 2, 3 · 10−9 < dkrit < 3 · 10−9 [m].
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Abbildung 3.4: Kritischer Durchmesser dkrit u¨ber dem Mischungsbruch fu¨r
Xdbp = 3, 6 · 10−4(≡ Z = 1)
In Abbildung 3.5 sind die Nukleationsraten bei Verwendung der unterschiedli-
chen Formulierungen fu¨r die Oberfla¨chenspannung u¨ber dem Mischungsbruch auf-
getragen. Mit sinkender Oberfla¨chenspannung verschiebt sich der Peak der Nuklea-
tionsrate zu ho¨heren Massenbru¨chen. Fu¨r einen Jet entspricht dies einer Verschie-
bung hin zur Du¨se. Der Peak der Nukleationsrate bei Verwendung von σM1 ist
um sieben Gro¨ßenordnungen ho¨her als die maximale Nukleationsrate unter Verwen-
dung von σ. Die Ausdru¨cke σM2 und σM3 fu¨hren zu Nukleationsraten, die um sechs
Gro¨ßenordnungen im Maximum u¨ber der Nukleationsrate unter Verwendung von σ
liegen.
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Abbildung 3.5: Nukleationsraten fu¨r verschiedene Oberfla¨chenspannungen u¨ber dem
Mischungsbruch fu¨r Xdbp,max = 3, 6 · 10−4(≡ Z = 1)
In Abbildung 3.6 sind die Nukleationsraten bei Verwendung von σ und den un-
terschiedlichen Formulierungen fu¨r den Sa¨ttigungsdruck aufgetragen. Es ist zu er-
kennen, dass sich das Maximum der Nukleationsrate bei Verwendung von ps,1, ps,2
und ps,3 mit steigendem Index des Sa¨ttigungsdruckes kontinuierlich zu ho¨heren Z
(stromauf) verschiebt. Der Maximalwert steigt jeweils um zwei Gro¨ßenordnungen
an. Dies ist durch den jeweils niedrigeren Verlauf des Sa¨ttigungsdruckes zu erkla¨ren,
da dies zu jeweils ho¨heren Werten der Sa¨ttigung fu¨hrt (siehe Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.6: Normierte Nukleationsraten fu¨r verschiedene Sa¨ttigungsdru¨cke u¨ber
dem Mischungsbruch fu¨r Xdbp,max = 3, 6 · 10−4(≡ Z = 1)
3.4 Modellierung der Kondensation
Die Kondensation beschreibt das Wachstum von Tropfen durch Anlagerung von
Moleku¨len aus der Gasphase. Die Beschreibung dieses diffusiven Prozesses ha¨ngt
von der Dichte des Gases ab. Die Charakterisierung kann mittels der Knudsenzahl
Kn geschehen, welche sich aus der mittleren, freien Wegla¨nge λ und dem Tropfen-
durchmesser dp nach Kn =
2·λ
dp
berechnet [117]. Fu¨r Kn >> 1 gilt der Bereich
der Molekularstro¨mungen, fu¨r Kn << 1 gilt der Bereich der Kontinuumsmechanik.
Hierbei ist das Verha¨ltnis von Tropfengro¨ße zu freier Wegla¨nge der Gasmoleku¨le des
kondensierenden Stoffes relevant. Die Knudsenzahl wird daher mit dem Tropfen-
durchmesser gebildet. Die Kondensationsrate Gdp in [m/s] wird fu¨r S > 1 mit der
Formel
Gdp = α(Kn) ·
4 ·D · vm · ps
k · T · dp (S − 1) (3.20)
berechnet. Die Kondensationsrate ist mit einer Funktion
α(Kn) =
1 + Kn
1 + 1, 71 ·Kn + 1, 333 ·Kn2 (3.21)
versehen, welche die Gu¨ltigkeit in allen Stro¨mungsbereichen gewa¨hrleistet und eine
Mischung aus der Formulierung der Kondensationsrate fu¨r den gaskinetischen und
kontinuumsmechanischen Bereich herstellt [56]. Die Diffusivita¨t fu¨r DBP in Luft
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wird mittels
D = 0, 25 · T
1,75
p
(3.22)
berechnet [38]. In Abbildung 3.7 ist die Kondensationsrate u¨ber dem Mischungs-
bruch fu¨r XDBP = 3, 6 · 10−4 und dp = 2, 66 · 10−9[m] aufgetragen. Die Sen-
sitivita¨t bezu¨glich des Mischungsbruches ist ga¨nzlich anderer Natur als die der
homogenen Nukleation. U¨ber den Bereich von 0 < Z < 0, 85 sind signifikante
Kondensationsraten zu beobachten. Das Maximum der Kondensationsrate betra¨gt
Gdp,max = 1, 5 · 10−4 und liegt bei Z ≈ 0, 6.
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Abbildung 3.7: Kondensationsrate der ersten Sektion u¨ber dem Mischungsbruch fu¨r
Xdbp = 3, 6 · 10−4
3.5 Modellierung der Phasenu¨bergangswa¨rme
Die Berechnung der durch den Phasenu¨bergang frei gewordenen Bindungsenergie
fu¨r DBP [J/g] kann nach
∆Eb = 284, 3 ·
1− T
Tkrit
1− Tb
Tkrit
(3.23)
erfolgen [127]. In der Literatur finden sich fu¨r DBP mehrere Referenzwerte fu¨r die
kritische Temperatur Tkrit und die Siedetemperatur Ts. Eine U¨bersicht ist in Ta-
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belle 3.1 gegeben. Der aktuellste Wert (Tkrit,1) fu¨r die kritische Temperatur ist der
DIPPR-Datenbank [28] entnommen und wird zur Berechnung von ∆Eb bei den
durchgefu¨hrten Simulationen verwendet. In Abbildung 3.8 ist die abgegebene Ener-
Gro¨ße Wert Quelle
Tkrit,1 781 [28]
Tkrit,2 782 [126]
Tkrit,3 823 [55]
Ts 608 [126]
Tabelle 3.1: Tkrit und Tb aus versch. Quellen
gie pro Gramm kondensierter Masse fu¨r unterschiedliche Tkrit aus Tabelle 3.1 u¨ber
der Temperatur aufgetragen. Die Kurven verlaufen nahezu parallel, die Energieab-
gabe unterscheidet sich jedoch um bis zu 25 J/g beim Vergleich von Tkrit,1 und Tkrit,3.
Eine U¨bersicht u¨ber weitere Stoffeigenschaften und Kenngro¨ßen von DBP kann in
[160] gefunden werden.
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Abbildung 3.8: Phasenu¨bergangswa¨rme in J/g u¨ber der Temperatur fu¨r versch.
Parameter
3.6 Modellierung des turbulenten Mischens
Das turbulent Mischen beschreibt Diffusionsvorga¨nge, welche auf kleinskaliger Ebe-
ne stattfinden. Im Allgemeinen ko¨nnen diese Skalen nicht aufgelo¨st werden. Zudem
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stellt die Ein-Punkt-WDF keine La¨ngenskalen bereit, daher muss die molekulare
und turbulente Diffusion modelliert werden [106, 113]. In Stro¨mungen mit hohen
Reynolds-Zahlen wird die Mischungsrate durch skalare Gradienten aufgrund turbu-
lenter, kleinskaliger Fluktuationen bestimmt und die molekulare Mischung tritt in
den Hintergrund [87], [90]. Im Rahmen der Forschung von Verbrennungsvorga¨ngen
betonen Cao et al. [18] die Wichtigkeit des Mischungsmodells fu¨r die akkurate
Berechnung der Verbrennungsvorga¨nge unter Verwendung von PDF-Modellen. Die
nichtlineare Abha¨ngigkeit der Reaktionsraten fu¨hrt zu einer hohen Sensitivita¨t des
Verbrennungsvorgangs von der zugrunde liegenden Skalarverteilung. Die Nuklea-
tionsrate weist ebenfalls eine solch hohe Sensitivita¨t auf. Die Charakteristika der
molekularen und turbulenten Diffusion fu¨hren zu Kriterien fu¨r die Eigenschaften
der zur Schließung verwendeten Mischungsmodelle [86]. Hierzu geho¨ren unter ande-
rem die Massenerhaltung, die Lokalisierung und das Verhalten des Varianzzerfalls
[140]. Im Rahmen dieser Arbeit wurden das
”
Interaction by Exchange with the
Mean“-Mischungsmodell von Villermaux et al. [151] und eine modifizierte Variante
des
”
Coalescence and Dispersion“-Mischungsmodell von Janicka et al. [57] verwen-
det. Fortan werden die Mischungsmodelle mit IEM-Mischungsmodell und MCD-
Mischungsmodell referenziert. Die verwendeten Mischungsmodelle, die in Abschnitt
3.2 durch den Mischungsoperator M(~x,Φi) symbolisiert wurden, stellen den tur-
bulenten Mischvorgang dar und werden auf alle Skalare Φ angewendet, die von den
MC-Partikeln transportiert werden. Da der Mischvorgang immer fu¨r die MC-Partikel
in einer LES-Zelle durchgefu¨hrt wird, stellt diese ra¨umliche Begrenzung eine Loka-
lisierung des Mischvorgangs dar.
In der Literatur finden sich weitere Mischungsmodelle, welche nicht Gegen-
stand dieser Arbeit sind, aber an dieser Stelle noch erwa¨hnt werden sollen. Po-
pe entwickelte mit Gao das
”
Mapping Closure“-Modell (MC), hierbei wird das
Mischungsverhalten eines Referenzfeldes auf das betrachtete Problem abgebil-
det [114, 112]. Pope entwickelte mit Subramaniam das MC-Modell weiter. Die
Lokalisierung im Referenzraum wurde von einer Referenzdimension auf einen
”
Euclidean-Minimum-Spanning-Tree“ fu¨r mehrere Dimensionen erweitert und da-
her
”
Euclidean-Minimum-Spanning-Tree“-Modell (EMST) genannt [139]. Meyer und
Jenny entwickelten das
”
Parameterized-Scala-Profile“-Modell (PSP). Bei diesem
Modell wird der Mischvorgang entsprechend dem eines eindimensionalen, parametri-
sierten Skalarprofils (
”
Parameterized-Scalar-Profile“) durchgefu¨hrt [89, 91, 92, 88].
Das
”
Lagrangian-Fokker-Planck“-Modell wurde 2003 von Fox entwickelt und basiert
auf einer statistischen Behandlung des Mischvorgangs [120].
3.6.0.1 IEM-Mischungsmodell
Das IEM-Mischungsmodell relaxiert die Skalarwerte aller MC-Partikel in einer LES-
Zelle zum jeweiligen gewichteten Mittelwert. Das IEM-Mischungsmodell ist auch
bekannt als
”
Linear Mean-Square Estimate“-Modell von Dopazo und O’Brien [29].
Die Berechnung des gewichteten Mittelwertes Φ des Skalars Φ ist in Abschnitt 4.1.1
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beschrieben. Der neue Wert eines Skalars Φ∗ wird nach
Φ∗i = Φ + (Φi − Φ) · exp
(
−Cφ ·∆t
τmix
)
(3.24)
berechnet. Die Mischungszeit kann nach τm =
2∆2
Deff
berechnet werden [121]. ∆ ist
eine charakteristische LES-Zell-La¨nge und Deff =
D
Sc
+ Dt
Sct
die effektive Diffusivita¨t
[117]. Die Diffusivita¨t D wird nach D = ν
Pr
berechnet, die turbulente Diffusivita¨t
nach Dt =
νt
Prt
. Die kinematische Viskosita¨t ν steht mit der dynamischen Viskosita¨t
µ in folgendem Zusammenhang ν = µ
ρ
. Fu¨r die Prandtl-Zahl wurde Pr = 0, 7 und fu¨r
die turbulente Prandtl-Zahl Prt = 1 gewa¨hlt. Fu¨r die Konstante Cφ wurde der Wert
zwei verwendet. Der Effekt unterschiedlicher Werte von Cφ kann in [18] betrachtet
werden.
3.6.0.2 MCD-Mischungsmodell
Fu¨r die Umsetzung des MCD-Mischungsmodells wurde das
”
Coalescence and Di-
spersion“ (CD)-Mischungsmodell von Janicka et al. [57] fu¨r gewichtete Partikel an-
gepasst. Die Gewichte der Partikel werden bei der Injektion zugewiesen, so dass die
Masse aller Partikel in der Rechendomain der LES-Masse entspricht (siehe Abschnitt
4.1.2). Fu¨r die zufa¨llig ausgewa¨hlten Partikel p und q in einer LES-Zelle mit den
Gewichten wp und wq wird der neue Skalarwert des Partikels p Φ
∗
p nach
Φ∗pq =
1
wp + wq
· (wp · Φq + wq · Φp) (3.25)
berechnet. Der Vorgang wird auf alle MC-Partikel in einer LES-Zelle in jedem Zeit-
schritt angewendet. Die Mischungswahrscheinlichkeit wird mittels
Pmix =
wp + wq
2 ·W ·NZelle ·∆t · ωφ (3.26)
berechnet (nach [100]). W stellt die Summe der Gewichte aller NZelle Partikel in
einer LES-Zelle dar. Fu¨r die skalare Varianz-Zerfall-Rate ωφ wurde das Inverse der
Mischungszeit τ verwendet.

4 Numerische Umsetzung
Die numerische Umsetzung basiert auf dem Softwarepaket OpenFOAM 2.1.x. Der
LES-Lo¨ser entspricht
”
reactingFoam“ und kann somit aufgrund der unterschiedli-
chen Temperaturen im Jet und Hu¨llstrom die Dichteunterschiede bei der Berechnung
des Stro¨mungsfeldes beru¨cksichtigen. Details ko¨nnen der Internetpra¨senz von Open-
FOAM entnommen werden (www.openfoam.org). Es wurden bestehende
”
cloud-“
und
”
particle-“Klassen erweitert, um die gewu¨nschte Funktionalita¨t bereitstellen zu
ko¨nnen. Die in c++ bestehende Funktionalita¨t der Vererbung mittels Template-
Klassen ermo¨glicht es, die grundlegenden Funktionen, z. B. des IO, zu u¨bernehmen
[3], [39]. Die projektspezifische Funktionalita¨t wurde erga¨nzt. Hierzu geho¨ren die
Funktionen fu¨r das MC-Partikel-Management, die homogene Nukleation, die Kon-
densation, die ra¨umliche und zeitliche gewichtete Mittelung sowie das turbulen-
te Mischen. In diesem Kapitel werden die wichtigsten Aspekte der numerischen
Umsetzung dargelegt. Die LES stellt das Geschwindigkeitsfeld und die turbulente
Viskosita¨t fu¨r die Bewegung der MC-Partikel bereit. Zuna¨chst werden daher in je-
dem Zeitschritt die hierfu¨r erforderlichen Erhaltungsgleichungen (siehe Abschnitt
3) gelo¨st. Anschließend werden die Routinen der MC-Partikel abgearbeitet. Diese
sind im Flussdiagramm 4.1 aufgefu¨hrt. Um zeitliche und ra¨umliche Mittelwerte zu
erhalten, werden aus den MC-Partikel-Daten gefilterte, instantane LES-Zellwerte
berechnet. Die anschließende, zeitliche Mittelung, unter Beru¨cksichtigung der Ge-
wichte, fu¨hrt zu den Datensa¨tzen, die fu¨r die Auswertung beno¨tigt werden (siehe
Abschnitt 4.1.1).
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Programmablaufes und der Da-
tenu¨bergabe
Die Stokes-Zahl St = τp
τs
beschreibt das Verhalten von Partikeln in Stro¨mungen
und setzt sich aus dem Verha¨ltnis einer charakteristischen Zeit fu¨r das Partikel τp
und dem Stro¨mungsfeld τs zusammen [24]. Fu¨r St << 1 folgen die Partikel dem
Stro¨mungsfeld. Die charakteristische Zeit fu¨r das Stro¨mungsfeld kann mittels des
Du¨sendurchmessers D und der Jetgeschwindigkeit ujet gebildet werden. Es ergibt
sich τs =
D
ujet
= 0,00235
51,55
= 4, 5587 · 10−5s. Die charakteristische Zeit fu¨r die Partikel
im Stro¨mungsfeld la¨sst sich nach τp = ρ
(
1 + Cm
αd
)
d2
18
µeff ft [s] berechnen [77].
Das Dichteverha¨ltnis von Flu¨ssigkeit zu Gas wird mit αd =
ρl
ρ
beschrieben. Der Ver-
dra¨ngungskoeffizient Cm = Vpρ steht fu¨r die vom Tropfen verdra¨ngte Masse, welche
sich aus dem Partikelvolumen Vp und der Fluiddichte ρ berechnen la¨sst. Die maxi-
male Tropfengeschwindigkeit wird durch ft =
CdRe
24
beschrieben. In Tabelle 4.1 sind
die Maximal- und Minimalwerte aller zur Berechnung no¨tigen Gro¨ßen aufgefu¨hrt.
Fu¨r den Widerstandskoeffizienten Cd wurden die Werte eines stromlinienfo¨rmigen
Ko¨rpers und einer perfekten Kugel als Extremwerte verwendet [65]. Die weiteren
Werte oberhalb des ersten Doppelstriches der Tabelle wurden der Simulation ent-
nommen. Die Abscha¨tzung mit minimal und maximal mo¨glichen Werten ergibt eine
Maximale Stokes-Zahl von Stmax = 7, 18 · 10−8, daher wurde keine Koppelung der
gebildeten Tropfen an das Stro¨mungsfeld der LES vorgenommen.
Kapitel 4: Numerische Umsetzung 37
Tabelle 4.1: Gro¨ßen zur Bestimmung der Stokes-Zahl
Gro¨ße Wert
dp 2 · 10−9 < dp < 7, 82 · 10−6
Vp 4, 19 · 10−27 < Vp < 2, 50 · 10−16
ρ 0, 82 < ρ < 1.18
µeff 1, 84 · 10−5 < µeff < 1, 66 · 10−4
νeff 1, 57 · 10−5 < νeff < 1, 66 · 10−4
ρl 980, 2 < ρl < 1045, 27
|~u| 0, 0047 < |~u| < 56, 82
Cd 0, 04 < Cd < 0, 47
Re 5, 66 · 10−8 < Re < 283
Cm 3, 44 · 10−27 < Cm < 2, 95 · 10−16
αd 830, 68 < αd < 1274, 72
τp 3, 78 · 10−34 < τp < 3, 27 · 10−12
St 8, 32 · 10−27 < St < 7, 18 · 10−8
Im Softwarepaket OpenFOAM 2.1.x ist das dynamische Smagorinsky-Modell nach
Lilly [72] nicht enthalten, daher wurde dieses nachtra¨glich hinzugefu¨gt. Die verwen-
dete Implementierung wurde von Passalacqua erstellt und steht auf seiner Internet-
pra¨senz (http://www.albertopassalacqua.com) zum Download zur Verfu¨gung. Zu-
dem wurde
”
reactingFoam“ nach der
”
low mach“-Annahme modifiziert [65]. Fu¨r
eine numerisch effiziente Umsetzung des Konzeptes wurde zudem ein neuer Daten-
typ kreiert, welcher 30 oder mehr
”
doubles“ speichern kann und mit Hilfe des Tem-
platekonzepts mit den von OpenFOAM bereit gestellten IO-Kapazita¨ten verknu¨pft
werden kann. Details ko¨nnen dem Anhang 11.2 entnommen werden.
4.1 Montecarlo-Partikel
Die MC-Partikel haben eine stochastische Natur und sind als einzelne Realisierung
ohne physikalische Bedeutung. Die MC-Partikel dienen als Informationstra¨ger und
Stu¨tzstellen des Lagrangen Rechengitters und transportieren die Informationen einer
Realisierung des Systems. Um die Anforderungen dieser Arbeit erfu¨llen zu ko¨nnen,
werden auf dem MC-Partikel eine Vielzahl von Informationen mit Hilfe des Da-
tentyps
”
double“, 8 Byte Datenmenge und einem Wertebereich von ±1, 7 · 10308
[15], gespeichert. Diese repra¨sentieren die Werte intensiver und extensiver physika-
lisch relevanter Gro¨ßen. Der Datentyp
”
double“ wurde verwendet um auch kleinste
A¨nderungen, z. B. der Tropfendichte, mo¨glichst genau erfassen zu ko¨nnen. In Ta-
belle 4.2 ist ein U¨berblick u¨ber die wichtigsten Skalare fu¨r die in diesem Kapitel
beschriebenen Operationen und die Datenanalyse gegeben.
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Tabelle 4.2: Skalare der MC-Partikel
Symbol Beschreibung Einheit
intensiv
T Temperatur [K]
Z Mischungsbruch [-]
YDBP Massenbruch [kg/kg]
YN2 Massenbruch [kg/kg]
YO2 Massenbruch [kg/kg]
Nk Besetzungszahl [Anzahl/m
3]
extensiv w Gewicht [kg]
4.1.1 Ra¨umliche und zeitliche Mittelung
Um physikalisch relevante Ergebnisse zu erhalten, mu¨ssen die einzelnen Realisie-
rungen der MC-Partikel zeitlich und ra¨umlich gemittelt werden. Hierfu¨r wird das
LES-Rechengitter zur Hilfe genommen. Es sei nun
∑
l die Summe u¨ber alle l MC-
Partikel einer Zelle und
∑
m die Summe aller Zeitschritte ∆t mit tm =
∑
m ∆t. Der
gewichtete, instantane Mittelwert aller MC-Partikel in einer LES-Zelle berechnet
sich fu¨r den Skalar Φ nach Φ˜ =
∑
l(Φl·wl)∑
l(wl)
[16]. Die zeitliche Mittelung aller instanta-
nen, ra¨umlichen Mittelwerte auf dem LES-Rechengitter erfolgt mittels der Formel
< Φ˜ >t+∆t= (1− α)· < Φ˜ >t +α · Φ˜t+∆t mit α =
∑
l w
tm+∆t
l∑
m
∑
l w
tm
l
[37].
4.1.2 Injektion, Bewegung und Randbedingungen
Um immer ausreichend, aber dennoch nicht unno¨tig viele MC-Partikel zur Verfu¨gung
zu haben, wird die MC-Partikel-Injektion u¨ber die Co-Zahl oder durch Abfrage der
MC-Partikel-Anzahl in den zur Einstro¨mung geho¨renden Zellen gesteuert. Da im
noch nicht aufgebrochenen Jet die Courant-Zahl am ho¨chsten ist (Co ≈ 1), werden
in der ersten Zelle u¨ber der Einlassdu¨se in jedem Zeitschritt NMC,z Instanzen der
MC-Partikel-Klasse mit Zufallspositionen in der Zelle u¨ber der Einlassdu¨se erstellt.
Die MC-Partikel-Zahl pro LES-Zelle kann zur Laufzeit festgelegt werden und muss
NMC,min < NMC,z < NMC,max genu¨gen. Die Werte fu¨r die Temperatur und Massen-
bru¨che werden entsprechend den Spezifizierungen in Abschnitt 6.1 zugewiesen. Die
Masse jedes MC-Partikels wird nach w = ρ·u·A·∆t
NMC,in
berechnet und stellt die Konsistenz
zwischen LES-Masse und MC-Partikel-Masse her. A ist die Fla¨che der Zelle normal
zur Geschwindigkeit. Fu¨r den Hu¨llstrom und die Seiten wird die eingeflossene LES-
Masse fu¨r jede Zellfla¨che aufgesammelt, bis die zur Zellfla¨che geho¨rende Zelle mit
der MC-Partikel-Anzahl auf die voreingestellte Untergrenze gefallen ist. Da die An-
zahl der MC-Partikel pro LES-Zelle vorgegeben ist und der Hu¨llstrom mit deutlich
gro¨ßeren LES-Zellen vernetzt ist, bekommt ein MC-Partikel, welches dem Hu¨llstrom
entstammt eine deutlich ho¨here Masse als die aus dem Jet stammenden MC-Partikel.
Das Verha¨ltniss der maximalen und minimalen MC-Partikel Masse bei der Injektion
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ist ≈ 105 fu¨r das Netz mit 1 Million LES-Zellen. Fu¨r den Stauko¨rper wurde eine re-
flektierende Randbedingung gewa¨hlt. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit,
inklusive des Random Walks, wird beim Kontakt invertiert. Verla¨sst ein MC-Partikel
das Rechengebiet durch den Auslass, so wird das MC-Partikel gelo¨scht.
4.1.3 Partikelmanagement
Fu¨r die Durchfu¨hrung einer LES mit MC-Partikeln hat sich das MC-Partikel-
Management als essentieller Bestandteil erwiesen.
Die Gru¨nde hierfu¨r sind begrenzte Computerresourcen und die ra¨umliche Loka-
lisierung des Mischungsprozesses durch LES-Zellen. Die Struktur des aufbrechen-
den Jets, sowie die Vergro¨ßerung der LES-Zellen mit zunehmendem Abstand von
der Du¨se fu¨hren, ohne Verwendung eines Partikelmanagements, zu stark inhomo-
genen MC-Partikel Zahlen pro LES-Zelle. Die Restriktion durch die Computerre-
sourcen alleine kann durch Lo¨schoperationen, deren Details im weiteren Verlauf
dieses Abschnittes erla¨utert werden, zufa¨llig aus der gesamten Rechendomain aus-
gewa¨hlter MC-Partikel (MC-Partikel-Ensemble) erfu¨llt werden. Die Lokalisierung
des Mischvorgangs durch die verwendeten Mischungsmodelle in einer LES-Zelle fu¨hrt
jedoch zu der Notwendigkeit eine Mindestanzahl von MC-Partikeln pro LES-Zelle
nicht zu unterschreiten, um den Prozess des turbulenten Mischens kontinuierlich im
Raum zu ermo¨glichen. Dies fu¨hrt zu der Notwendigkeit einen LES-Zell-basierten
Kontrollalgorithmus zu verwenden und verhindert erfolgreiche Simulationen mit
Lo¨schoperationen auf dem gesamten Ensemble oder ohne Kontrollalgorithmus.
Wie die Eigenschaften einer LES-Simulation, welche dreidimensionale Wirbel-
strukturen zeitlich auflo¨st, in Kombination mit inhomogenen Rechengittern zu der
Notwendigkeit fu¨hren, die MC-Partikel-Anzahl zu kontrollieren, um eine untere
Grenze von MC-Partikeln pro LES-Zelle sowie eine obere Grenze einzuhalten, soll
im Folgenden an einem Beispiel erla¨utert werden. In den in Abschnitt 5.3 gezeigten
Schnitten durch das Netz ist ersichtlich, dass nicht alle Zellen das gleiche Volumen
umfassen. Die Volumen der kleinsten LES-Zelle, welche sich u¨ber der Du¨se befindet,
und der gro¨ßten LES-Zelle, welche sich am a¨ußersten Rand des Rechengebietes be-
findet, unterscheiden sich um einen Faktor von 105 bei einem Netz mit 106 Zellen.
Das angewandte Mesh-Stretching tra¨gt hierzu bei sowie die Eigenschaft aufeinan-
derfolgender Kreisschalen, mit zunehmendem Radius in der Fla¨che anzuwachsen.
Da die MC-Partikel der Stro¨mung folgen und der Jet nach dem Aufbrechen Gebie-
te mit unterschiedlichen Zellvolumen durchstreicht und zudem MC-Partikel-Zahlen
pro LES-Zelle vorgegeben werden, muss eine Kontrolle vorgenommen werden. Ins-
besondere in der fein aufgelo¨sten Region entlang der Achse und beim U¨bergang zu
gro¨ßeren Zellen u¨ber dem Stauko¨rper muss die MC-Partikel-Zahl pro Zelle ha¨ufig
korrigiert werden. Dies wird in der Abbildung 4.2 schematisch dargestellt. Es sei an
dieser Stelle nochmals angemerkt, dass große Sorgfalt auf die Vernetzung der Geome-
trie gelegt wurde und diese extreme Darstellung der Illustration dient. Bewegt sich
das Fluid um ∆x nach rechts, durch die Striche ober- und unterhalb der Zellen an-
gedeutet, also von der gro¨ßeren in die kleinere Zelle, so verlassen mehr MC-Partikel
die kleinere Zelle, als nachkommen. Es muss in der kleineren Zelle geklont werden,
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um die vorgegebene untere Grenze NMC,min erreichen zu ko¨nnen. Bewegt sich das
Fluid nach links, so werden mehr MC-Partikel in die gro¨ßere Zelle geschoben, als
diese verlassen. Es muss in der gro¨ßeren Zelle gelo¨scht werden.
Abbildung 4.2: Skizze mit je 10 MC-Partikeln in unterschiedlich großen Zellen.
Gleich große Teile der Zellen sind durch die Striche ober- und unter-
halb angedeutet
4.1.3.1 Klonen
Im Fall zu niedriger MC-Partikel-Zahlen werden MC-Partikel dupliziert. Hierbei
werden alle extensiven Gro¨ßen, siehe Tabelle 4.2, halbiert, bevor ein Duplikat des
Partikels erstellt wird. Um die ra¨umliche Varianz der skalaren Werte nicht zu a¨ndern,
wird der Klon mit identischer Position erzeugt. Aufgrund des Random Walks werden
der Klon und die Vorlage nicht der gleichen Stromlinie folgen.
4.1.3.2 Lo¨schen
Wird ein MC-Partikel (Informationstra¨ger, Realisierung des Ensembles) gelo¨scht, so
sollte die Information des Ensembles erhalten bleiben. Hierzu kann entweder mit
den einzelnen Realisierungen gearbeitet werden oder statistisch auf Ensembleebene.
Bei einem Ansatz mit den einzelnen Realisierungen wird die Information des zu
lo¨schenden MC-Partikels auf ein oder mehrere MC-Partikel u¨bertragen. Bei einem
Ansatz auf Ensembleebene gehen die Informationen des gelo¨schten MC-Partikels
verloren, die gemittelten Eigenschaften des Ensembles bleiben durch statistische
Operationen jedoch erhalten.
Ansa¨tze welche statistisch auf Ensemble-Ebene operieren wurden z. B. von Veroli
[149], Subramaniam und Haworth [138] und Pope [109] verwendet. Eine einfache
Variante hiervon ist bei Nl u¨berschu¨ssigen MC-Partikeln 2 ·Nl zufa¨llig ausgewa¨hlte
MC-Partikel in einer LES-Zelle mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% zu lo¨schen,
oder deren Gewicht zu verdoppeln. Hierbei geht die Information der einzelnen Rea-
lisierung verloren, der Mittelwert bleibt jedoch unvera¨ndert. Notwendige Voraus-
setzung hierfu¨r sind jedoch eine hohe Anzahl von Realisierungen im Verha¨ltnis zur
Anzahl mo¨glicher Realisierungen oder eine lange zeitliche Mittelung. Aufgrund der
großen Unterschiede vorhandener MC-Partikel-Massen (wmax > 1000 · wmin) und
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einer geringen Anzahl von MC-Partikeln pro LES-Zelle fu¨hrte diese Variante in den
durchgefu¨hrten Simulationen jedoch zu starken Fluktuationen der gemittelten Ska-
larwerte und daher nicht zu verwertbaren Datensa¨tzen. Eine weitere Variante ist
die Wahrscheinlichkeit des Lo¨schens mit dem MC-Partikel-Gewicht zu modifizie-
ren. Die zufa¨llig ermittelte Lo¨schwahrscheinlichkeit Pzu wird mit dem Gewicht des
betrachteten MC-Partikels (wi) dividiert durch das Gewicht aller MC-Partikel in
der LES-Zelle modifiziert nach Pl = Pzu · wi∑
j wj
. Hierbei werden bevorzugt schwere
MC-Partikel gelo¨scht. Ist das Gewicht mit einer Information korreliert (in den durch-
gefu¨hrten Simulationen sind MC-Partikel aus dem Hu¨llstrom deutlich schwerer) so
wird diese Information bevorzugt verloren gehen und den Mittelwert verfa¨lschen. Ab-
hilfe schafft die gewichtete Neuverteilung der Gewichte aller gelo¨schten MC-Partikel
Wl. Das Gewicht der verbleibenden MC-Partikel wird nach w
∗
j = wj + Wl · wj∑
j wj
neu zugewiesen. Schwerere MC-Partikel erhalten einen ho¨heren Anteil der gelo¨schten
MC-Partikel-Masse und der Effekt des selektiven Informationsverlustes wird hier-
durch abgeschwa¨cht. Diese Variante wird fortan als alternative MC-Partikel-Zahl-
Kontrolle referenziert werden.
Soll die Information der einzelnen Realisierung erhalten bleiben, kann diese auf ein
verbleibendes MC-Partikel u¨bertragen werden. Hierzu kann der gewichtete Mittel-
wert der jeweiligen Skalare, welcher aus dem zu lo¨schenden MC-Partikel und einem
verbleibenden MC-Partikel gebildet wird, dem verbleibendem MC-Partikel zugewie-
sen werden. Dies fu¨hrt jedoch zu exzessivem Mischen.
Um einen Mischvorgang bei unterschiedlichen Skalarwerten zu vermeiden, wur-
de ein Algorithmus mit einem oberen und unteren Partner im Mischungsbruch-
raum des zu lo¨schenden MC-Partikels entwickelt. Dieser Algorithmus wird in den
durchgefu¨hrten Simulationen standardma¨ßig verwendet und als MC-Partikel-Zahl-
Kontrolle referenziert. Die Indizes u, l, o stehen fu¨r den unteren na¨chsten Nachbarn u
im Mischungsbruchraum, des zu lo¨schenden MC-Partikels l und den oberen na¨chsten
Nachbarn im Mischungsbruchraum o, mit Zu < Zl < Zo. Die Beru¨cksichtigung dieser
drei MC-Partikel wird mit p angezeigt und die des oberen und unteren Partikels mit
neu zugewiesenen Werten mit p∗, dies gilt auch fu¨r die verwendeten Summenzeichen.
Die neu zugewiesenen Werte fu¨r die MC-Partikel u und o tragen das hochgestell-
te Symbol *. Die intensiven Skalare Z, T und Yi der oberen und unteren Partner
bleiben bei diesem Vorgang unvera¨ndert. Die zu erhaltenden Gro¨ßen werden im
Folgenden beschrieben. Erhalten werden die Summe der MC-Partikel-Gewichte der
MC-Partikel u, l, o, was durch∑
p∗
wp∗ = const =
∑
p
wp = Wp (4.1)
ausgedru¨ckt wird. Dies erha¨lt gleichermaßen die Summe der Gewichte in der LES-
Zelle. Ebenso wird der gewichtete Mittelwert der intensiven Skalare∑
p∗ wp∗ · Φp∗∑
p∗ wp∗
= const =
∑
pwp · Φp∑
pwp
= Φp (4.2)
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erhalten. Die Erhaltung des gewichteten Mittelwertes der Besetzungsahlen der dis-
kretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion pro Dichte (Tropfen pro Kilogramm Fluid)
ist mittels
∑
p∗
wp∗ ·Np∗
ρp∗
= const = Wp ·
(
N
ρ
)
p
(4.3)
formuliert. Die Erhaltung der Varianz von N
ρ
ist durch
∑
wp∗ ·
[
Np∗
ρp∗
−
(˜
N
ρ
)]2
= const = Wp · σp (4.4)
gegeben. Die Varianz σp der Besetzungszahlen der diskretisierten
Gro¨ßenverteilungsfunktion pro Dichte der Tropfen u, l, o werden mit dem
gefilterten Mittelwert
(˜
N
ρ
)
aller MC-Partikel in einer LES-Zelle gebildet. Neu zuge-
wiesen werden die Gewichte des unteren und oberen Mischungspartners w∗l , w
∗
u und
die Besetzungszahlen der k-Sektionen der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion
N∗k,u, N
∗
k,o. Das neue Gewicht des oberen Partners ergibt sich unter Beru¨cksichtigung
von Gleichungen 4.1 und 4.2 zu
w∗o = wo + wl ·
Φl − Φu
Φo − Φu . (4.5)
Das neue Gewicht des unteren Partners ist
w∗u = Wp − w∗o. (4.6)
Die neuen Besetzungszahlen der Sektionen der diskretisierten
Gro¨ßenverteilungsfunktion N∗k,u und N
∗
k,o lassen sich aus den Gleichungen 4.3
und 4.4 mit Hilfe der pq-Formel gewinnen. Fu¨r den oberen Partner ergibt sich der
neu zuzuweisende Wert
N∗k,o = −
p
2
+
√
p2
4
− q. (4.7)
Fu¨r den unteren Partner ergibt sich der neue Wert
N∗k,u = ρ
∗
u ·
[
Wp
w∗u
·
(
N
ρ
)
p
− w
∗
o
w∗u
· N
∗
o
ρ∗o
]
. (4.8)
Die Elemente p und q der Lo¨sung von Gleichung 4.8 sind im Folgenden aufgefu¨hrt.
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Die Berechnung von p erfolgt durch
p = −2 · ρ∗o ·
(
N
ρ
)
p
. (4.9)
Die Berechnung von q ist durch
q = ρ∗2o ·
w∗u
w∗o
·
(˜N
ρ
)2
+
Wp
w∗u
(
N
ρ
)2
p
− 2 ·
(
N
ρ
)
p
·
(˜
N
ρ
)
− σp
 (4.10)
gegeben. Der Vorgang wird im Falle negativer, neuer Populationen der Sektionen
der Gro¨ßenverteilungsfunktion abgebrochen, welche aus der Lo¨sung der quadra-
tischen Gleichung resultieren ko¨nnen. Im Falle nichtlinear vom Mischungsbruch
Z abha¨ngender Massenbru¨che von Dybuthyphtalat YDBP , oder der Temperatur
T, welche durch die Beru¨cksichtigung der kondensierten Masse und der Pha-
senu¨bergangswa¨rme entstehen, wird ein Mischvorgang durch diesen Kontrollalgo-
rithmus eingefu¨hrt.
Die Evaluierung der Methoden ist in Abschnitt 6.4.2 gegeben.
4.1.4 Nukleation
Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, kann eine Nukleationsrate (B, nach Gleichung
3.17) fu¨r einen bestimmten, kritischen Durchmesser (dkrit nach Gleichung 3.19) be-
rechnet werden. Die resultierenden Tropfen mu¨ssen anschließend in die Sektionen
Nk der diskreten Gro¨ßenverteilungsfunktion einsortiert werden. Hierbei soll die kon-
densierte Masse erhalten werden, die mathematische Formulierung dieser Forderung
ist
∆mnukl = B · Vkrit · ρfl ·∆t, (4.11)
wobei Vkrit das Kugelvolumen zum kritischen Durchmesser dkrit darstellt. Zudem
soll auch die Anzahl der gebildeten Tropfen pro Volumen
∆Nnukl = B ·∆t (4.12)
erhalten werden. Die entstanden Tropfen werden hierzu in eine Sektion mit gro¨ßerem
und eine Sektion mit kleinerem Durchmesser als der kritische Durchmesser eingefu¨gt.
Die unteren und oberen Sektionen Nk zum kritischen Durchmesser dkrit sind mit den
tiefgestellten Buchstaben u und o gekennzeichnet. Die mathematische Formulierung
der Erhaltung der verteilten Tropfendichte ist
∆Nu + ∆No = ∆Nnukl. (4.13)
Die Forderung nach Massenerhaltung entspricht
∆mu + ∆mo = ∆mnukl. (4.14)
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Um diese Forderungen erfu¨llen zu ko¨nnen, muss es stets eine Sektion in der diskre-
ten Gro¨ßenverteilungsfunktion geben, die kleiner als der kritische Durchmesser ist
(d0 < dkrit). Sind die benachbarten Sektionen zum kritischen Durchmesser gefunden
du < dkrit < do, so kann unter Zuhilfenahme von Gleichungen 4.13, 4.14 und der
Tropfenmasse der benachbarten Sektionen (mi = Ni ·Vi ·ρfl) die zu beaufschlagende
Tropfenzahldichte berechnet werden. Die A¨nderungen fu¨r die untere Sektion ist
∆Nu = ∆Nnukl · Vo − Vdkrit
Vo − Vu . (4.15)
Die A¨nderung fu¨r die obere Sektion ist
∆No = ∆Nnukl · Vdcrit − Vu
Vo − Vu . (4.16)
4.1.5 Kondensation
Die Wachstumsgeschwindigkeit der Tropfen durch Kondensation aus der Gasphase
an bereits gebildeten Tropfen ist durch Gleichung 3.20 gegeben. Die Tropfen wachsen
um ein Kugelschalenstu¨ck δV und an den Tropfen in der k-ten Sektion kondensiert
die kondensierte Masse
∆mkond,k =
4 · pi
3
· ((rk +Gk ·∆t)3 − r3k) · ρfl ·Nk. (4.17)
Die Anzahl der Tropfen, die aufgrund von angelagertem Fluid die i-te Sektion der
diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion verlassen, kann nach
dNraus,k = Gk · n(dk) ·∆t = Nk ·Gk ·∆t
dk+1 − dk (4.18)
berechnet werden (Hounslow et al. [51]).
4.1.6 Phasenu¨bergangswa¨rme und kondensierte Masse
Wie zu Beginn dieses Kapitels (siehe Abschnitt 4.1) beschrieben, wird nach der
Berechnung der Nukleation und Kondensation der ausgefallenen Masse (die Sum-
me von Gleichung 4.11 und 4.17) Rechnung getragen. Zudem wird die Pha-
senu¨bergangswa¨rme beru¨cksichtigt. Hierfu¨r wird der Massenbruch YDBP entspre-
chend gesenkt und die Temperatur angehoben. Die Effekte des Massenabzuges und
der freigesetzten Bindungsenergie werden in Abschnitt 6.3 untersucht.
5 Experiment, fru¨here Simulationen
und numerisches A¨quivalent
In diesem Abschnitt wird das von den Simulationen in dieser Arbeit numerisch
abgebildete Experiment von Lesniewski [69] vorgestellt. Des Weiteren werden die
Simulationen von Garmory und Mastorakos [41] sowie Di Veroli [149] beleuch-
tet, welche ebenfalls das Experiment von [69] numerisch abbildeten. Das Kapitel
wird durch die Vorstellung der in dieser Arbeit verwendeten Geometrie, LES-Netze,
Lo¨sungsschemata und Randbedingungen der Eulergleichungen abgeschlossen.
5.1 Experiment
Die von Lesniewski im Jahre 1997 im Rahmen einer Dissertation an der Universita¨t
Kalifornien durchgefu¨hrten Experimente befassten sich mit Nukleation und Parti-
kelwachstum in turbulenten Jets (Lesniewski [69]). Ein warmer, Dibuylphthalat-
haltiger (DBP) Jet ku¨hlt beim Mischen mit dem ka¨lteren Hu¨llstrom ab und Teile
des DBP gehen in die flu¨ssige Phase u¨ber. Fu¨r die Jet-Mischung wurde reiner Stick-
stoff und fu¨r den Hu¨llstrom Umgebungsluft verwendet. Die thermische Isolierung
der Du¨se ist von erheblicher Dicke und stellt einen Stauko¨rper dar. Eine Kammer
von 15 cm Durchmesser trennte den Versuchsraum vom Laboratorium und verhin-
derte Kontamination in beide Richtungen. Zur Datenerhebung wurden entgegen
der Stro¨mungsrichtung Absaugvorrichtungen in die Kammer eingefu¨hrt. Die Ori-
ginalskizze der Versuchsanordnung kann in Abbildung 5.1 betrachtet werden. Bei
Messungen zur Gro¨ßenverteilung der Tropfen wurde das Fluid sofort nach dem Ab-
saugen mit warmem Stickstoff verdu¨nnt, um weitere Nukleation und Kondensation
zu verhindern. Trotz der gewissenhaften Arbeit von [69] bestehen einige Unsicher-
heiten bezu¨glich der vero¨ffentlichten Datensa¨tze. Di Veroli [149] vermutete eine nicht
vollsta¨ndige Unterdru¨ckung der Nukleation und Kondensation nach der Extraktion
des Fluides aus dem Jet. Das gro¨ßte Manko der Arbeit ist jedoch die fehlende Fehler-
abscha¨tzung fu¨r die ermittelten Ergebnisse, wodurch eine weitere Evaluierung deut-
lich erschwert wird. Die Versuchsreihen der Arbeiten von Lesniewski [69] umfassten
unterschiedliche Du¨sendurchmesser und Jetgeschwindigkeiten sowie DBP-Molanteile
im Bereich 1.1 ·10−4 < XDBP < 5.2 ·10−4. Die vero¨ffentlichten Datensa¨tze umfassen
Geschwindigkeitsprofile, Partikelgro¨ßenverteilungen, Partikelformationsraten, Parti-
kelkonzentrationen und massen- und anzahlgemittelte Durchmesser in Abha¨ngigkeit
von den DBP-Randbedingungen. Zudem beinhalten sie Daten u¨ber die ra¨umliche
Verteilung von massen- und anzahlgemittelten Durchmessern, Partikelkonzentratio-
nen und weitere Datensa¨tze, die nicht Gegenstand der Analyse dieser Arbeit sein
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sollen.
Abbildung 5.1: Originalskizze des Versuchsaufbaus von Lesniewski [69]
5.2 Fru¨here Simulationen
Garmory und Mastorakos [41] benutzen eine transportierte WDF-Methode mit sto-
chastischen Feldern, um das Experiment von Lesniewski [69] numerisch abzubil-
den. Die Gro¨ßenverteilung wurde durch eine angenommene Log-Normalverteilung
repra¨sentiert, welche durch ein drei Momenten-System nach [119] modelliert wurde.
Die Methode stochastischer Felder, oder auch Feld-Monte-Carlo-Methode, nutzt ei-
ne Reihe von Feldern, die in der Rechendomain transportiert werden, um die WDF
zu repra¨sentieren. Die Evolution der Felder wird durch partielle stochastische Dif-
ferentialgleichungen beschrieben. Zur Schließung wurde das IEM-Mischungsmodell
verwendet. Die Felder transportierten die Fremdspezieskonzentration, Temperatur
und die ersten drei Momente der Gro¨ßenverteilungsfunktion. In Tabelle 5.1 ist eine
U¨bersicht u¨ber die verwendeten Modellierungen des Sa¨ttigungsdruckes, der Ober-
fla¨chenspannung und der Nukleationsrate gegeben.
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Tabelle 5.1: Zur Modellierung verwendete Formulierungen von [41]
Go¨ße ps σ B
Modellierung nach Gleichung 3.10 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 3.18
Die
”
Stochastic Field“-Methode zeigte ein korrektes Mischungsverhalten fu¨r die
transportierten Skalare. Die Partikelkonzentrationen entlang der Jetachse lagen
deutlich unter den experimentellen Werten, daher wurden Simulationen mit niedrige-
ren Oberfla¨chenspannungen durchgefu¨hrt (siehe Abschnitt 3.3) um die experimen-
tellen Ergebnisse wiedergeben zu ko¨nnen. Es wurde ein erwartungsgema¨ß starker
Einfluss der Oberfla¨chenspannung auf die Nukleationsrate beobachtet. Die Effek-
te der kleinskaligen Turbulenz, welche durch statistische Prozesse abgebildet wur-
den, verschoben das Maximum der Nukleationsrate stromab und fu¨hrte zu einem
niedrigeren Maximalwert. Die Werte sanken vor dem Maximum, im Vergleich zur
numerischen Lo¨sung ohne Beru¨cksichtigung der Turbulenz, leicht ab und blieben
nach dem Maximum auf einem ho¨heren Niveau. Die turbulenten Fluktuationen ver-
schmieren die Maxima, welche ohne Beru¨cksichtigung der Turbulenz sta¨rker lokali-
siert sind. Die Effekte der Turbulenz auf die Nukleationsrate fu¨hrten zu niedrige-
ren Partikelkonzentrationen im du¨sennahen Stro¨mungsfeld des Jets. Die beobach-
tete Gesamtzahl der Tropfen erho¨hte sich bei Beru¨cksichtigung der Turbulenz im
spa¨teren Verlauf des Stro¨mungsfeldes jedoch. Garmory und Mastorakos [41] stellten
fest, dass die angenommene Form der Verteilung ungu¨nstig fu¨r deren Berechnung
gewesen sein ko¨nnte und dass ein verbessertes Modell zur numerischen Behandlung
der Gro¨ßenverteilungsfunktion verwendet werden sollte. Sie hielten ebenfalls fest,
dass die Beru¨cksichtigung der kleinskaligen Turbulenz einen signifikanten Einfluss
auf die homogene Nukleation hat. Die Verwendung einer zweidimensionalen Geome-
trie und einer RANS-Repra¨sentation der Felder schra¨nkt zudem die Fa¨higkeit des
Modells, turbulente (dreidimensionale) Strukturen zu beru¨cksichtigen, ein.
Di Veroli [149] fu¨hrte im Rahmen seiner Dissertation ebenfalls Simulationen
durch, welche das experimentelle Setup von Lesniewski [69] numerisch abbilde-
ten. Zuna¨chst wurde das stationa¨re, zeitlich gemittelte Stro¨mungsfeld mit einer
Reynolds-Averaged-Navier-Stokes-Simulation (RANS), unter Zuhilfenahme von Flu-
ent 6.2, berechnet. Zur Schließung wurde das k- Modell verwendet. Das stati-
ona¨re Geschwindigkeitsfeld aus der RANS-Simulation wurde dann verwendet, um
die Bewegungsgleichungen der MC-Partikel zu lo¨sen (siehe Abschnitt 3.2). Zu-
dem wurden die A¨nderungen der Skalare, welche von den MC-Partikeln trans-
portiert werden, entsprechend der Gleichung aus Abschnitt 3.2 gelo¨st. Es wur-
den 30000 Zellen, 20 Partikel pro Zelle und 100 Stu¨tzstellen fu¨r die Diskretisie-
rung der Gro¨ßenverteilungsfunktion verwendet. Die beno¨tigte CPU-Zeit war ≈ 50
CPU-Stunden pro Simulation. In Tabelle 5.2 ist eine U¨bersicht u¨ber die verwen-
deten Modellierungen des Sa¨ttigungsdruckes, der Oberfla¨chenspannung und der
Nukleationsrate gegeben. Die Schließung der Quellterme der GDE konnte durch
eine Lagrange Darstellung mit Hilfe von MC-Monte Partikeln erreicht werden.
Die Modellierung der ungeschlossenen Mischungsterme wurde mit Hilfe des IEM-
Mischungsmodells vollzogen. Durch die Verwendung einer RANS-Simulation zur
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Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes konnten wichtige Eigenschaften des turbu-
lenten Stro¨mungsfeldes bei der Lo¨sung der GDE beru¨cksichtigt werden. Aufgrund
des gewa¨hlten RANS-Ansatzes zur Stro¨mungsberechnung konnten die instationa¨ren,
großskaligen Strukturen der Turbulenz jedoch nicht beru¨cksichtigt werden, welches
sich auch in der Wahl einer zweidimensionalen Geometrie ausdru¨ckt. In der Arbeit
konnte das charakteristische ra¨umliche Verhalten der Sa¨ttigung und der Nukleation
wiedergegeben werden. Die Gro¨ßenverteilungsfunktion aus den Simulationen unter-
schied sich in der Form jedoch stark von den experimentellen Ergebnissen [69].
Tabelle 5.2: Zur Modellierung verwendete Formulierungen von [149]
Go¨ße ps σ B
Modellierung nach Gleichung 3.11 3.13 3.17
Die Geschwindigkeitsfelder der Simulationen von [69, 149, 41] werden in Abschnitt
6.2 analysiert.
Die aktuelle Studie beseitigt die von den Autoren selbst bema¨ngelten Nach-
teile der durchgefu¨hrten Simulationen durch Beru¨cksichtigung eines detaillier-
ten Stro¨mungsfeldes mittels einer LES und durch die diskrete Darstellung der
Gro¨ßenverteilungsfunktion.
Weitere Simulationen wurden von [105, 164] durchgefu¨hrt, welche jedoch im Rah-
men dieser Arbeit nicht na¨her beleuchtet werden.
5.3 Simulationsgeometrie und Netze
Fu¨r die im Rahmen dieser Studie durchgefu¨hrten Simulationen wurde dem expe-
rimentellen Aufbau eine Geometrie nachempfunden. Fu¨r die durchgefu¨hrten Si-
mulationen wurde der Du¨sendurchmesser (D = 0, 00235m) verwendet. Der
Stauko¨rper (Ds = 0, 027m) wurde von einem Hu¨llstrom mit einem Durchmes-
ser von (Dh = 0, 11m) umschlossen. Die Geometrie hat eine La¨nge von 0,1645 m
(70D) und einen O¨ffnungswinkel von 5, 48◦. Im Folgenden werden die unterschied-
lichen verwendeten LES-Rechengitter beschrieben. Um netzunabha¨ngige Ergebnis-
se gewa¨hrleisten zu ko¨nnen, wurde die Auflo¨sung erho¨ht, bis sich die berechneten
Gro¨ßen nicht mehr signifikant a¨nderten. Dies war bei einer Auflo¨sung von 1 Million
Zellen der Fall (siehe Abschnitt 6.5.1). Fu¨r die weiteren Sensitivita¨tsstudien und
Variationen des Massenbruchs wurde aus Kostengru¨nden auf das Netz mit 0,5 Milli-
on LES-Zellen zuru¨ckgegriffen. Dies kann mit der Absicht, lediglich das tendenzielle
Verhalten abbilden zu wollen, gerechtfertigt werden.
Die Struktur der Netze ist unabha¨ngig von der gewa¨hlten Auflo¨sung. Die Du¨se
wurde mit einem quadratischen Netz im Zentrum versehen, welches die Auflo¨sung in
Umfangsrichtung der gesamten Geometrie vorgibt. Den Anschluss bildet ein Netz,
welches strahlenfo¨rmig nach außen in der Fla¨che zunimmt und die a¨ußere Fla¨che
der Du¨se ausfu¨llt (siehe Abbildung 5.2(a)). Der Stauko¨rper und der Hu¨llstrom sind
mit Netzen gleicher Struktur versehen. Es kann jeweils die radiale Auflo¨sung frei
gewa¨hlt werden. Diese wurde so angepasst, dass sowohl die gewu¨nschte ra¨umliche
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Auflo¨sung erreicht wurde als auch kontinuierliche U¨berga¨nge zwischen den einzelnen,
vernetzen Geometrieteilen in radialer Richtung gewa¨hrleistet werden konnten (siehe
Abbildung 5.2(c)). Die axiale Auflo¨sung kann ga¨nzlich frei gewa¨hlt werden. Außer
beim quadratischen, innersten Netz wurden die Netze mit einem Streckungsfaktor
versehen, so dass die Zellgro¨ße mit zunehmendem Abstand von der Du¨se anwa¨chst.
Ein U¨berblick u¨ber die wichtigsten Netzeigenschaften ist in Tabelle 5.3 gegeben.
Wie aus der Tabelle hervorgeht, wurde beim U¨bergang von 0.5 Millionen Zellen auf
1 Million Zellen die Verfeinerung hauptsa¨chlich in axialer Richtung vorgenommen.
Eine leichte Verfeinerung der radialen Netzauflo¨sung wurde u¨ber der Du¨se und dem
Stauko¨rper vorgenommen. Bei der weiteren Erho¨hung der Auflo¨sung auf 1,5 Mil-
lionen LES-Zellen wurde die Auflo¨sung in axialer und radialer Richtung verfeinert.
Die Auflo¨sung des Hu¨llstroms wurde bewusst grob gewa¨hlt, da hier keine Gradien-
ten vorhanden sind. Dies fu¨hrt zu großen Unterschieden im Zellvolumen und damit
zu großen Unterschieden der MC-Partikel-Gewichte. In Abbildung 5.2 sind exem-
plarisch die vernetzten Geometrieteile abgebildet. Hierfu¨r wurde das Netz mit 0,5
Millionen Zellen verwendet.
Tabelle 5.3: Eigenschaften der verwendeten Netze
Netzgro¨ße M-Zellen 0.5 1 1.5
Kleinste Zellgro¨ße im Du¨senquerschnitt [µm] 109 75 64
Zellgro¨ße u¨ber Du¨senquerschnitt [µm] 200 190 160
Zellen in Umfangsrichtung 24 32 36
Zellen im quadratischen Netz der Du¨se 6*6 8*8 9*9
Zellen radial Du¨se 6 9 11
Zellen radial Stauko¨rper 27 46 50
Zellen radial Hu¨llstrom 21 22 25
Zellen in axialer Richtung 180 400 475
Gro¨ßtes ∆ z (letzte Zelle) [mm] 0,8 0,75 0,64
∆zmax
∆zmin
4 4 4
Gro¨ßtes ∆ r (a¨ußerste Zelle) [mm] 26,0 20,5 18,4
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(a) Vernetzte Du¨se
(b) Vernetzter Stauko¨rper
(c) Vernetzer Hu¨llstrom, Stauko¨rper, Du¨se
(d) Netz in axialer Richtung
Abbildung 5.2: Vernetzte Geometrie
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Die bei der Lo¨sung der Eulerschen Gleichungen verwendeten Randbedingung sind
in Tabelle 5.4 aufgefu¨hrt. Die verwendeten Lo¨sungsalgorithmen ko¨nnen Tabelle 5.5
entnommen werden. Aufgrund der radialen Verbreiterung der Geometrie mit zu-
nehmendem Abstand von der Du¨se, kann die Geschwindigkeitsrandbedingung des
Hu¨llstroms angewendet werden, ohne die Stro¨mungsbedingungen des Experiments
zu vera¨ndern. Diese Maßnahme fu¨hrt zu einer erho¨hten numerischen Stabilita¨t bei
der Verwendung von Lo¨sungsschemata zweiter Ordnung. Um mo¨glichst physikali-
sche Randbedingungen fu¨r die Turbulenz im Jet zu erhalten, wurde
”
Diffusion von
Zufallszahlen“ zur Turbulenzgenerierung nach Kempf et al. [60] verwendet und die
resultierenden Geschwindigkeiten ut dem Jet u¨berlagert. Die numerische Umsetzung
fu¨r OpenFOAM ist in [102] dokumentiert. Eine Analyse der Methode und Umset-
zung kann in Dietzel et al. [27] betrachtet werden. Die Randbedingungen wurden
mit ~u = (0 0 51, 55), dem Du¨sendurchmesser D = 0, 00235m und RMS = 18% fu¨r
die beno¨tigte Simulationszeit von einer Sekunde generiert. Die Gro¨ße der koha¨renten
Strukturen betra¨gt 20% des Du¨sendurchmessers.
Tabelle 5.4: Randbedingungen der LES
Gro¨ße Jet Hu¨llstrom Auslass Seite Stauko¨rper
~u (ut ut ujet + ut) (0 0 uh) ∇~u = 0 (0 0 uh) (0 0 0)
p ∇p = 0 ∇p = 0 p∞ ∇p = 0 ∇p = 0
T,Yi,Z φjet φh ∇φ = 0 ∇φ = 0 ∇φ = 0
Tabelle 5.5: Lo¨sungsschemata der LES
Gro¨ße Lo¨sungsschema Ordnung
d
dt
backward zweite
Divergenz Gauss linear zweite
Gradient Gauss limited zweite
Laplace Gauss limited zweite

6 Ergebnisse – numerische Aspekte
In diesem Abschnitt werden die numerischen Aspekte der durchgefu¨hrten Simulatio-
nen betrachtet. Zuna¨chst wird eine U¨bersicht der durchgefu¨hrten Simulationen und
der verwendeten Kontrollparameter gegeben. Anschließend werden die Geschwin-
digkeitsfelder der Rechnungen mit unterschiedlicher LES-Netz-Feinheit betrachtet
und in den Zusammenhang mit den Ergebnissen fru¨herer Arbeiten gestellt. Die
Effekte des Massenverlustes aus der Gasphase auf charakteristische Gro¨ßen wer-
den analysiert. Gegenstand der Betrachtung ist auch die Populationskontrolle der
MC-Partikel, hierbei werden zwei Verfahren gegenu¨bergestellt und die Auswirkun-
gen auf charakteristische Gro¨ßen analysiert. Der Abschnitt wird durch eine Un-
abha¨ngigkeitsstudie fu¨r die Anzahl der zur Diskretisierung verwendeten Stu¨tzstellen
in verschiedenen Dimensionen abgeschlossen.
6.1 Rechnungen und Ressourcen
Um den Einfluss der Diskretisierung in verschiedenen Dimensionen abscha¨tzen zu
ko¨nnen, wurde eine Reihe von Parameterstudien durchgefu¨hrt. Diese umfassen die
Auflo¨sung des LES-Rechengitters, die Anzahl der MC-Partikel pro LES-Zelle und
die Diskretisierung der PSD. Die Rechnungen wurden auf Prozessoren des Typs
”
AMD Opteron(tm) Processor 6128“ und
”
AMD Opteron(tm) Processor 6172“
durchgefu¨hrt. Die verwendete Anzahl an parallel genutzten CPUs wurde im Be-
reich von 48 bis 448 den Ressourcenanforderungen angepasst. Ein U¨berblick u¨ber
die beno¨tigten CPU-Stunden und die durchgefu¨hrten Rechnungen und deren Pa-
rameter kann Tabelle 6.1 entnommen werden. Die Eigenschaften der LES-Netze
sind in Abschnitt 5.3 gegeben. Die Daten zur MC-Partikel-Kontrolle entsprechen
NMC,min < NMC,z < NMC,max. Das Partikel-Management ist in Abschnitt 4.1.3 be-
schrieben. Der Zusatz
”
P“ in der Rubrik
”
MC-Partikel-Kontrolle“ bei Rechnung
F21 symbolisiert die Verwendung der alternativen MC-Partikel-Zahl-Kontrolle. Die
Modellierungen der Mischungsmodelle sind in Abschnitt 3.6 zu betrachten. Die For-
mulierungen der Oberfla¨chenspannungen σ und σMi ko¨nnen in Abschnitt 3.3 be-
trachtet werden. Die Rubrik ∆m, ∆T beschreibt die Beru¨cksichtigung der Pha-
senu¨bergangseffekte. Die Modellierung der durch den Phasenu¨bergang freigesetzten
Wa¨rme wird in Abschnitt 3.5 dargelegt.
Alle Rechnungen wurden mit Tjet = 413K und Th = 299K durchgefu¨hrt. Der
Druck betra¨gt p = 101325Pa. Die Geschwindigkeit des Hu¨llstroms betra¨gt 0,18
m/s, der Du¨sendurchmesser 0,00235m und die Reynolds-Zahl Re ≈ 4700.
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Die fu¨r die jeweiligen LES-Netze verwendeten Zeitschrittweiten und resultierenden
Courant-Zahlen sind in Tabelle 6.2 aufgefu¨hrt. Zuna¨chst wurden das Stro¨mungsfeld
Tabelle 6.2: LES-Netz-Auflo¨sung und verwendete Zeitschrittweite
106 LES-Zellen ∆t [s] Maximale Courant-Zahl
0,5 5 · 10−6 1,02
1 2, 5 · 10−6 1,05
1,5 1 · 10−6 0,95
und die Skalarfelder mit dem modifizierten Lo¨ser ohne MC-Partikel berechnet. Aus
den vollsta¨ndig entwickelten Euler-Feldern wurden die Werte fu¨r Temperatur und
Massenbru¨che der MC-Partikel interpoliert, mit welchen das Rechengebiet fu¨r wei-
tere Rechnungen initialisiert wurde. Anschließend wurden 0,7 Sekunden Simulati-
onszeit berechnet, bevor die zeitliche Mittelung von 0,7 bis 1 Sekunde durchgefu¨hrt
wurde. 1 Sekunde Simulationszeit entspricht einer Durchflusszeit des Hu¨llstroms.
In Tabelle 6.3 sind die untersuchten Aspekte und die dafu¨r herangezogen Simula-
tionen aufgefu¨hrt.
Tabelle 6.3: Verwendungszweck der Simulationen
Zweck Fall
Referenzfall, Einfluss der Turbulenz F1
Untersuchung Mischungsmodelle F2,F3
Effekte der Kondensation F16,F17
LES-Netz-Auflo¨sung F2,F4,F5
MC-Partikel-Anzahl F5,F8,F9,F10
PSD-Diskretisierung F5,F6,F7
Modellierung der Oberfla¨chenspannung F5,F18,F19,F20
Effekt YDBP F5, F11, F12, F13, F14, F15, F16
Bei der Auswertung der Simulationsdaten werden exemplarisch die Wachstums-
raten der Sektionen 1 und 25 betrachtet. Die Sektionen wurden ausgewa¨hlt,
um die A¨nderung der Wachstumsraten bei Tropfendurchmessern mit mehreren
Gro¨ßenordnungen Unterschied im Tropfendurchmesser in besetzten Sektionen be-
trachten zu ko¨nnen. Die erste Sektion repra¨sentiert bei allen Diskretisierungsfein-
heiten der Gro¨ßenverteilungsfunktion den gleichen Tropfendurchmesser und kann
daher zu Vergleichen herangezogen werden. Die 25. Sektion repra¨sentiert einen deut-
lich ho¨heren Tropfendurchmesser, ist jedoch klein genug gewa¨hlt, um unter allen
Randbedingungen eine Besetzung mit Tropfen zu gewa¨hrleisten. Die Sektionen und
die der jeweiligen Diskretisierung zugeho¨rigen Gro¨ßen ko¨nnen Tabelle 6.4 entnom-
men werden. Des Weiteren werden Radialprofile an der Stelle z/D = 20 betrach-
tet, da die Absaugvorrichtung in den Experimenten von Lesniewski [69] an dieser
Stelle angebracht war und auch Di Veroli [149] diese Position zur Datenerhebung
verwendete. Anzumerken sei aber, dass die Ergebnisse aufgrund unterschiedlicher
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Stro¨mungsfelder dennoch mit Bedacht durchgefu¨hrt werden mu¨ssen. Fu¨r die Er-
mittlung der Gro¨ßenverteilungsfunktion an verschiedenen Positionen entlang der
Jetachse wurde ein Kontrollvolumen verwendet, welches dem Durchmesser der von
[69] verwendeten Absaugvorrichtung entspricht. Die axiale Ausdehnung des Kon-
trollvolumens umfasst eine LES-Zelle. Im Rahmen weiterer Arbeiten an dem entwi-
ckelten Softwarepaket wurde eine Korrektur im Modul des Massenabzuges (Berech-
nung der Dichte mithilfe der spezifischen Gaskonstante) durchgefu¨hrt. Die Daten
fu¨r die Abschnitte des Referenzfalls, Einfluss der Turbulenz, der Analyse der Mi-
schungsmodelle, des Massenverlustes und der Analysen des Verhaltens bei Variation
von XDBP wurden entsprechend angepasst.
Tabelle 6.4: Anzahl der Stu¨tzstellen der Gro¨ßenverteilungsfunktion, Sektion , zu-
geho¨riger Durchmesser
Anzahl Stu¨tzstellen Sektion Durchmesser [m]
30 1 2 · 10−9
40 1 2 · 10−9
50 1 2 · 10−9
30 25 1, 88 · 10−6
40 25 4, 02 · 10−7
50 25 1, 36 · 10−7
6.2 Turbulenzrandbedingungen und
Geschwindigkeitsfeld
Um mo¨glichst physikalische Randbedingungen nutzen zu ko¨nnen, wurden turbulente
Strukturen mit der Methode der
”
Diffusion von Zufallszahlen“ genutzt (siehe Ab-
schnitt 5.3). Der Aufplatzpunkt des Jets kann mit Hilfe des Turbulenzgenerators
gesteuert werden. Die Abklingrate der Geschwindigkeit bleibt von den turbulenten
Randbedingungen jedoch weitgehend unbeeinflusst. Das experimentelle Abklingver-
halten der Geschwindigkeit des Jets von Lesniewski [69] konnte nicht wiedergege-
ben werden. Das Abklingverhalten entspricht weitgehend der theoretischen Lo¨sung
des selbsta¨hnlichen Jets von Tieszen et al. [143]. Daher wurde der Aufplatzpunkt
dem theoretischen Verhalten entsprechend gewa¨hlt. Da signifikante Verschiebungen
des Aufplatzpunktes nur mit großen A¨nderungen in der Turbulenzstruktur erreicht
werden konnten, wurde darauf verzichtet, den Aufplatzpunkt des Jets fu¨r alle LES-
Netz-Auflo¨sungen mo¨glichst identisch zu gestalten. Fu¨r alle Rechnungen wurden die
identischen Turbulenzdaten verwendet, die mit den in Abschnitt 5.3 spezifizierten
Bedingungen generiert wurden. In Abbildung 6.1 kann die normalisierte Geschwin-
digkeit entlang der Jetachse betrachtet werden. Neben den Kurven fu¨r die verwende-
ten Netze ist auch das experimentelle Profil von Lesniewski [69] eingezeichnet sowie
der Verlauf nach Tieszen et al. [143]. Der Jet bricht bei Verwendung des Gitters
mit 0,5 Million LES-Zellen bei z/D ≈ 4 auf. Der Aufplatzpunkt fu¨r die Netze mit
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1 Million und 1,5 Millionen LES-Zellen ist nahezu identisch bei z/D ≈ 3. Die Ge-
schwindigkeitsprofile aus den Simulationen von [149, 41] entsprechen ebenfalls weit-
gehend dem selbsta¨hnlichen Verlauf. Betrachtet man das Geschwindigkeitsprofil von
Garmory und Mastorakos [41], so ist der Aufplatzpunkt des Jets vergleichbar mit
dem aus der Rechnung mit 0,5 Millionen LES-Zellen. Der Geschwindigkeitsverlust
ist jedoch ho¨her, so dass sich die Kurve bei z/D ≈ 6 den Kurven aus Rechnungen
mit 1 und 1,5 Millionen LES-Zellen anna¨hert. Im Bereich 10 < z/D < 20 verla¨uft die
Kurve von [41] nahezu identisch mit der Kurve aus der Rechnung mit 0,5 Millionen
LES-Zellen. Fu¨r z/D > 20 sind die Kurven aller betrachteten Simulationen sowie
der selbsta¨hnliche Verlauf nur marginal verschieden. Betrachtet man den Kurvenver-
lauf der Geschwindigkeit entlang der Jetachse von Di Veroli [149], so ist ersichtlich,
dass der Aufplatzpunkt mit dem aus den Experimenten von [69] u¨bereinstimmt. Die
Abnahme der Geschwindigkeit ist jedoch deutlich ho¨her als beim experimentellen
Verlauf. Die Kurve schneidet die Kurven aus den durchgefu¨hrten Simulationen bei
z/D = 7 (0,5 Millionen LES-Zellen) und bei z/D = 10 (1 und 1,5 Millionen LES-
Zellen) und verla¨uft im Bereich 12 < z/D < 21 unterhalb der Simulationsergebnis-
se. Fu¨r z/D > 25 stimmt der Verlauf mit denen der durchgefu¨hrten Simulationen
u¨berein. Die Kurve von [149] ist stets u¨ber der von [41]. Der Abfall der Kurve ist
jedoch steiler als bei allen anderen betrachteten Kurven, so dass bei z/D = 12 die
Werte unter die der anderen Kurven gefallen sind. Fu¨r z/D > 20 entspricht auch
die Kurve von [149] den Simulationsergebnissen aus anderen Quellen.
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Abbildung 6.1: Normalisierte Geschwindigkeit entlang der Jetachse fu¨r die verwen-
deten Netze, zudem der Verlauf von Lesniewski [69], Garmory und
Mastorakos [41], Di Veroli [149] und Tieszen et al. [143].
In Abbildung 6.2 sind Stromlinien in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt,
eingefa¨rbt mit dem Geschwindigkeitsbetrag zu sehen. Es ist zu erkennen, wie von
Hu¨llstrom angesaugtes Fluid bereits knapp u¨ber dem Stauko¨rper von der Jet-
stro¨mung mitgerissen wird. Bis zum ersten Drittel (z/D ≈ 26) des Rechengebietes
wird Masse aus dem Hu¨llstrom vom Jet angesaugt. Weiter stromab wird Masse von
der Seite des Rechengebietes angesaugt. Die dreidimensionalen Strukturen, die aus
der LES-Rechnung mit 1 Million LES-Zellen hervorgegangen sind, werden durch die
Stromlinien gut visualisiert. Besonders deutlich machen dies die Wirbelstrukturen,
welche sich in Umfangsrichtung bewegen. Es ist kein Rezirkulationsgebiet u¨ber dem
Stauko¨rper erkennbar.
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Abbildung 6.2: Stromlinien in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt, eingefa¨rbt
mit dem Geschwindigkeitsbetrag. Die Stro¨mung verla¨uft von links
nach rechts. Der Seitenrand des Rechengebietes befindet sich ober-
halb der Schnittlinie der Graphik.
6.3 Effekt der Kondensation und
Phasenu¨bergangswa¨rme
In diesem Abschnitt soll der Einfluss des Phasenu¨bergangs, welcher den Massenver-
lust der Gasphase durch den Phasenu¨bergang und die Temperaturerho¨hung durch
die abgegebene Bindungsenergie beru¨cksichtig, untersucht werden. Hierfu¨r wurden
Rechnungen mit und ohne Beru¨cksichtigung der kondensierten Masse und der Kon-
densationswa¨rme durchgefu¨hrt. Es wurde das Netz mit 0,5 Millionen LES-Zellen
(siehe Abschnitt 5.3), NMC,min = 5 und NMC,max = 10 verwendet. Es wurde der Fall
mit dem ho¨chsten Molenbruch DBP (XDBP = 5, 1 · 10−4) gewa¨hlt, da hierbei die
Effekte am deutlichsten zu Tage treten. Dies entspricht den Fa¨llen F16 und F17 aus
Tabelle 6.1. Wie aus den Ergebnissen in Abschnitt 7.3 hervorgeht, ist zu erwarten,
dass diese Effekte mit steigender DBP-Konzentration deutlich zunehmen.
In Abbildung 6.3(a) sind die Sa¨ttigung und Nukleationsrate entlang der Jetachse
aufgetragen. Der Verlauf der Sa¨ttigung entlang der Jetachse ist fu¨r beide Rechnungen
bis z/D ≈ 20 nahezu identisch. Fu¨r z/D > 20 sind die Verla¨ufe signifikant unter-
schiedlich. Wa¨hrend die Sa¨ttigung ohne Massenabzug und Beru¨cksichtigung der frei-
gesetzten Bindungsenergie ein Maximum bei z/D ≈ 42 mit S ≈ 320 bildet, so zeigt
der Verlauf der Sa¨ttigung unter Beru¨cksichtigung des Massenabzuges ein fru¨heres
Maximum bei z/D ≈ 30 mit S ≈ 274. Der Abfall des Sa¨ttigungswertes nach dem
Maximum ist unter Beru¨cksichtigung der Transitionseffekte sta¨rker. Am Ende des
Rechengebietes liegt der Sa¨ttigungswert aus der Rechnung ohne Beru¨cksichtigung
der Transitionseffekte 60% u¨ber dem Wert aus der Rechnung mit Beru¨cksichtigung
der Transitionseffekte bezogen auf selbigen Wert.
Fu¨r die Nukleationsrate ist ebenfalls zu beobachten, dass unter Beru¨cksichtigung
der Transitionseffekte die Nukleationsrate deutlich sta¨rker absinkt. Der Vergleich mit
der Abweichung der normalisierten Temperatur Tnorm =
T−Tjet
Tjet−Th (siehe Abbildung
6.4(a)) und dem normalisierten Massenbruch des DBP Ydbp,norm =
Ydbp−Ydbp,jet
Ydbp,jet−Ydbp,h (siehe
Abbildung 6.4(b)) vom Mischungsbruch Z in Prozent liefert die Erkla¨rung fu¨r dieses
60 Kapitel 6: Ergebnisse – numerische Aspekte
Verhalten. Bei z/D ≈ 20 haben die prozentualen Abweichungen des normierten
Massenbruchs des DBP erstmals signifikante Werte erreicht. Die Abweichung nimmt
im weiteren Verlauf zu. Bis zum Ende der Domain sind 35% der DBP-Masse aus der
Gasphase ausgefallen. Der Referenzfall F1 (XDBP = 3, 6 · 10−4) weist bei z/D = 70
einen Wert von ≈ 2% auf. Die Temperatur wurde lediglich um 0, 6%, im Vergleich zu
einer rein diffusiven und konvektiven A¨nderung angehoben. Dies ist durch den gerin-
gen Anteil des DBP an der Gesamtmasse des Fluides zu erkla¨ren. Aus dem Vergleich
der Betra¨ge wird auch ersichtlich, dass der Massenverlust durch die Phasenumwand-
lung der Grund fu¨r die unterschiedlichen Verla¨ufe der Sa¨ttigung, Nukleationsrate
und Kondensationsrate aus Rechnungen mit und ohne Phasenumwandlungseffek-
ten ist und die freigesetzte Bindungsenergie eher eine vernachla¨ssigbare Rolle spielt.
Die leichten Unterschiede der Kondensationsraten entlang der Jetachse der 1. und
25. Sektion der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion der Tropfen (siehe Ab-
bildung 6.3(b)) sind ebenfalls durch die beschriebenen Effekte zu erkla¨ren. In den
Bereichen z/D < 15 und z/D > 45 ist die Kondensationsrate, unabha¨ngig von
den Transitionseffekten, nahezu identisch. Die unterschiedliche ra¨umliche Verteilung
der Abweichungen der Kurven aus Rechnungen mit und ohne Beru¨cksichtigung der
Transitionseffekte spiegelt erneut die unterschiedliche Sensitivita¨t der Nukleations-
rate und der Kondensationsrate von den zugrunde liegenden Gro¨ßen wider.
Kapitel 6: Ergebnisse – numerische Aspekte 61
 0
 50
 100
 150
 200
 250
 300
 350
 0  10  20  30  40  50  60  70
S
 1
 100000
 1e+10
 1e+15
 1e+20
 0  10  20  30  40  50  60  70
B
 [
m
-3
 s
-1
]
Jetachse, z/D
(a) Sa¨ttigung und Nukleation entlang der Jetachse
 0
 2e-05
 4e-05
 6e-05
 8e-05
 0.0001
 0.00012
 0.00014
 0.00016
 0  10  20  30  40  50  60  70
G
 -
 S
e
k
ti
o
n
 1
 [
m
 s
-1
]
 0
 2e-06
 4e-06
 6e-06
 8e-06
 1e-05
 1.2e-05
 1.4e-05
 1.6e-05
 1.8e-05
 2e-05
 0  10  20  30  40  50  60  70G
 -
 S
e
k
ti
o
n
 2
5
 [
m
 s
-1
]
Jetachse, z/D
Transitionseffekte
Mit Transitionseffekten
Ohne Transitionseffekte
(b) Kondensation der 1. und 25. Sektion entlang der Jetachse
Abbildung 6.3: Sa¨ttigung und Nukleationsrate entlang der Jetachse mit und ohne
Beru¨cksichtigung der Transitionseffekte
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Abbildung 6.4: Prozentuale Abweichung des normierten Massenbruchs YDBP und
der normierten Temperatur vom Mischungsbruch Z entlang der Je-
tachse unter Beru¨cksichtigung der Transitionseffekte
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In den Abbildungen 6.5 ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion u¨ber dem Durchmesser
an der Stelle z/D = 20 (siehe Abbildung 6.5(a)) und der gesamten Domain (sie-
he Abbildung 6.5(b)) dargestellt. Es ist ersichtlich, dass ohne Beru¨cksichtigung der
Transitionseffekte deutlich mehr und gro¨ßere Tropfen gebildet werden. Der Vergleich
der gezeigten Gro¨ßenverteilungsfunktionen verdeutlicht nochmals den ra¨umlichen
Verlauf des Massenverlustes von DBP aus der Gasphase. Wa¨hrend die Unterschie-
de der Partikel-Anzahl bei z/D = 20 einige Prozent betragen, sind die Unter-
schiede fu¨r die Gro¨ßenverteilungsfunktion aus dem gesamten Rechengebiet mehr
als eine Gro¨ßenordnung. Das Maximum der Verteilungsfunktion ist jeweils bei sehr
a¨hnlichem Partikeldurchmesser gelegen und spiegelt die relativ geringe Auswirkung
der kondensierten Masse auf die Kondensationsrate wider.
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Abbildung 6.5: Gro¨ßenverteilungsfunktion u¨ber dem Durchmesser bei z/D = 20
und der gesamten Rechendomain mit und ohne Beru¨cksichtigung
der Transitionseffekte
In Abbildung 6.6 ist das nullte Moment der Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang
der Achse mit und ohne Beru¨cksichtigung der Transitionseffekte dargestellt. Das
Verhalten entspricht dem der Nukleationsrate. Der Effekt des Massenverlustes wird
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bei z/D = 20 deutlich sichtbar (man beachte die logarithmische Auftragung) und
u¨bersteigt am Ende des Rechengebietes mehr als eine Gro¨ßenordnung.
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Abbildung 6.6: m0 entlang der Jetachse mit und ohne Beru¨cksichtigung der
Transitionseffekte
Die Effekte der freigesetzten Bindungsenergie sind bei den durchgefu¨hrten
Rechnungen vernachla¨ssigbar. Die Effekte des Massenverlustes des DBP aus
der Gasphase fu¨hren zu erheblichen Unterschieden in der Nukleationsrate,
der Gro¨ßenverteilungsfunktion und deren nulltem Moment. Die Unterschiede
u¨bersteigen eine Gro¨ßenordnung und es ist anzunehmen, dass diese fu¨r ho¨here DBP-
Konzentrationen erheblich sta¨rker ausfallen. Durch den Abzug der kondensierten
Masse aus der Gasphase findet eine Kopplung aller relevanten Gro¨ßen statt. Wird
z. B. die DBP-Konzentration erho¨ht (siehe Abschnitt 7.3), so fu¨hrt dies zu einer
ho¨heren Nukleationsrate. Durch eine erho¨hte Nukleationsrate bilden sich mehr Trop-
fen, wodurch mehr DBP ausfa¨llt. Die kondensierte Masse ist proportional zur Anzahl
der Tropfen, daher kondensiert mehr Masse. Beide Effekte fu¨hren zu einer starken
Abnahme von DBP in der Gasphase, was die Nukleationsrate sogar unter die Rate
deutlich niedrigerer Anfangskonzentrationen von DBP senken kann (s. Abschnitt
7.3). Die Transitionseffekte beeinflussen daher die Gro¨ßenverteilungsfunktion und
deren Momente stark.
6.4 Evaluierung der MC-Partikel-Zahl-Kontrolle
Wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben, stehen mehrere Varianten, basierend auf zwei
verschiedenen Ansa¨tzen, zur Kontrolle der MC-Partikel-Zahl zur Verfu¨gung. Auf-
grund der Eigenschaften der verwendeten Mischungsmodelle wurden LES-Zell-
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basierte Mechanismen verwendet. In diesem Abschnitt werden die fu¨r die durch-
gefu¨hrten Simulationen am besten geeigneten Methoden untersucht. Hierfu¨r wurden
die Fa¨lle F5 und F21 aus Tabelle 6.1 verwendet. Fu¨r beide Fa¨lle wurden zusa¨tzlich
Rechnungen ohne Mischungsmodell durchgefu¨hrt, um die Eigenschaften der verwen-
deten Populationskontrollen unverfa¨lscht betrachten zu ko¨nnen.
Auf Ensemble-Ebene lieferte die Methode mit gewichteter Lo¨schwahrscheinlichkeit
in Kombination mit einer gewichteten Neuverteilung der gelo¨schten Gewichte die
besten Ergebnisse (alternative MC-Partikel-Zahl-Kontrolle, Rechnung F21). Die
MC-Partikel-Zahl-Kontrolle mit Informationserhalt der einzelnen MC-Partikel mit
Informationsu¨bertrag auf zwei verbleibende Partner liefert die besten Ergebnisse bei
Operationen mit den einzelnen Realisierungen. Die Simulation mit dem Ku¨rzel F5
wurde mit diesem Algorithmus durchgefu¨hrt.
6.4.1 Vergleich der MC-Partikel-Zahl-Kontroll-Algorithmen
In Abbildung 6.7(a) ist der Mischungsbruch entlang der Jetachse der Rechnungen
F5 und F21 aufgetragen. Bei beiden Rechnungen wurde das Mischungsmodell abge-
schaltet, um die Eigenschaften der Besetzungszahlkontrolle unverfa¨lscht beobachten
zu ko¨nnen. Da der gewichtete Mittelwert des Mischungsbruches bei der MC-Partikel-
Zahl-Kontrolle nach Gleichung 4.2 explizit erhalten wird, stammen die Unterschiede
des gemittelten Mischungsbruches entlang der Jetachse aus der Umverteilung der
Gewichte der gelo¨schten Partikel entsprechend der alternativen MC-Partikel-Zahl-
Kontrolle. Betrachtet man die prozentualen Unterschiede der Mischungsbru¨che, be-
zogen auf den unverfa¨lschten Mittelwert in Abbildung 6.7(b), so ist augenschein-
lich, dass die Kontrolle auf Ensemble-Ebene im Bereich 5 < z/D < 20 einen bis
zu 25% ho¨heren Mischungsbruch liefert. Da durch die Forderung nach einer kon-
stanten MC-Partikel-Zahl pro LES-Zelle und die deutlich gro¨ßeren LES-Zellen u¨ber
dem Hu¨llstrom die MC-Partikel aus dem Hu¨llstrom schwerer sind als die aus dem
Jet, werden durch den alternativen Algorithmus bevorzugt MC-Partikel aus dem
Hu¨llstrom gelo¨scht. Durch diese Pra¨ferenz werden bevorzugt MC-Partikel mit nied-
rigem Mischungsbruch (Z = 0 im Hu¨llstrom) gelo¨scht. Die gewichtete Umvertei-
lung der Gewichte der gelo¨schten MC-Partikel kann die A¨nderung des Mittelwertes
zwar abschwa¨chen, aber nicht vollsta¨ndig ausgleichen, wodurch sich der ho¨here Mi-
schungsbruch erkla¨ren la¨sst.
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Abbildung 6.7: Mischungsbruch entlang der Jetachse aus Rechnungen mit unter-
schiedlicher MC-Partikel-Populationskontrolle
In Abbildung 6.8 sind die Sa¨ttigung und die Nukleationsrate entlang der Je-
tachse der Rechnungen F5 und F21 unter Verwendung des MCD-Mischungsmodells
dargestellt sowie die prozentualen Unterschiede. Die untersuchten Modelle zur Po-
pulationskontrolle liefern vergleichbare Ergebnisse. Es ist augenscheinlich, dass die
Fluktuationen der Sa¨ttigung durch die alternative MC-Partikel-Zahl-Kontrolle zu
ho¨heren Fluktuationen fu¨hren, was durch die hoch sensitiven Abha¨ngigkeiten der
abha¨ngigen Gro¨ßen von der zugrunde liegenden Skalarverteilung und die Eigenschaf-
ten der alternativen MC-Partikel-Zahl-Kontrolle zu erkla¨ren ist. Durch ein leicht
unterschiedliches Einsetzen der Nukleation und hoher Sa¨ttigungswerte gibt es hohe
Abweichungen der Werte im Bereich des aufbrechenden Jets. Die Unterschiede der
Sa¨ttigung schwanken im weiteren Verlauf mit einer Amplitude von bis zu 18% um
den Nullpunkt.
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Abbildung 6.8: Sa¨ttigung und Nukleationsrate entlang der Jetachse aus Rechnungen
mit unterschiedlicher MC-Partikel-Zahl-Kontrolle sowie prozentuale
Unterschiede
Betrachtet man die Kurvenverla¨ufe des nullten Moments entlang der Jetachse in
Abbildung 6.9, so fa¨llt der unterschiedliche Kurvenverlauf auf. Der Verlauf der Rech-
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nung F21 zeigt kein eindeutiges Maximum und liegt um u¨ber 50% unter den Werten
der Rechnung F5. Der Verlauf der Kurve aus der Rechnung F5 zeigt ein Maximum
und die Kurve fa¨llt zum Ende des Rechengebietes deutlich ab. Trotz ho¨herer Nuklea-
tionsrate des Falls F21 im Bereich 6 < z/D < 14 liegt das nullte Moment deutlich
unter dem aus der Rechnung F5. Dies Verdeutlicht den Einfluss der MC-Partikel-
Zahl-Kontrolle auf die untersuchten Gro¨ßen. Die Unterschiede stammen nicht nur
von unterschiedlichen Nukleationsraten, sondern auch von der Umverteilung der Ge-
wichte in der Rechnung F21, welche die gemittelten Tropfenzahlen in einer LES-Zelle
direkt a¨ndert.
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Abbildung 6.9: Nulltes Moment entlang der Jetachse aus Rechnungen mit
unterschiedlicher MC-Partikel-Zahl-Kontrolle sowie prozentuale
Unterschiede
Es ist zu erwarten, dass die Kontrolle auf Ensemble-Ebene fu¨r eine deutlich ho¨here
Anzahl von MC-Partikeln, oder in Fa¨llen in denen das Gewicht nicht mit einer be-
stimmten Information verknu¨pft ist, den Mittelwert nahezu unvera¨ndert la¨sst. Da
dies in den durchgefu¨hrten Simulationen nicht realisierbar ist, wurde die Beset-
zungszahlkontrolle verwendet, welche im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde.
Im folgenden Abschnitt wird der Einfluss der Besetzungszahlkontrolle abgescha¨tzt.
6.4.2 Einfluss der MC-Partikel-Zahl-Kontrolle
Wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben, wurde eine Kontrollfunktion zum MC-Partikel-
Management implementiert, welche die Information des zu lo¨schenden MC-Partikels
auf zwei verbleibende MC-Partikel u¨bertra¨gt. Aufgrund der begrenzten Anzahl von
Variablen konnten nur das Gewicht, der Mittelwert des Mischungsbruches, der Mit-
telwert der Tropfenzahl pro Masse sowie deren Varianz (W, Z, N
ρ
, σN
ρ
) bei der Infor-
mationsu¨bertragung erhalten werden. Da durch die Effekte des Phasenu¨bergangs die
Temperatur und der Massenbruch des DBP nicht mehr linear vom Mischungsbruch
abha¨ngen (siehe Abschnitt 6.3), findet durch die Umverteilung des Gewichts eine
A¨nderung des Mittelwertes und der Varianz statt. Die Effekte sollen im Folgenden
betrachtet werden. Hierfu¨r wurden Daten aus der konvergierten Rechnung mit 1
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Million LES-Zellen, NMC,min = 5 und NMC,max = 10 generiert. Dies entspricht dem
Fall F3 aus Tabelle 6.1.
In Abbildung 6.10 sind die zeitlich gemittelten A¨nderungen des LES-Zell-
Mittelwertes vom Mischungsbruch, der Temperatur und Ydbp entlang der Jetach-
se und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 aufgetragen. Um die A¨nderung durch den
Eingriff der Populationskontrolle zu ermitteln, wurden die LES-Zell-Mittelwerte (s.
Gleichung 4.2) der untersuchten Gro¨ßen vor und nach dem Eingriff der Kontrolle
ermittelt und die resultierende prozentuale Abweichung berechnet. Da die Kontroll-
funktion unregelma¨ßig eingreift und die Varianz des Prozesses hoch ist, weisen die
Kurvenverla¨ufe auch nach langer Mittlungszeit noch Unstetigkeiten auf. Die Mitt-
lung wurde u¨ber 0,3 Sekunden durchgefu¨hrt und die Kurvenverla¨ufe stellen somit
charakteristische Eigenschaften der Kontrollfunktion dar. Der gewichtete LES-Zell-
Mittelwert vom Mischungsbruch ist im Rahmen der numerischen Genauigkeit er-
halten. Da die Temperatur und der Massenbruch des DBP durch die Effekte des
Phasenu¨bergangs nicht mehr linear vom Mischungsbruch abha¨ngen und dieser Un-
terschied mit steigendem Abstand von der Du¨se zunimmt, zeigen die A¨nderungen
der gemittelten LES-Zell-Werte eine deutlich ho¨here A¨nderung durch den MC-
Partikel-Zahl-Kontroll-Algorithmus. Die A¨nderungen des Mittelwertes der Tempera-
tur sind deutlich niedriger als die des Massenbruchs von DBP, was durch die geringe
Erwa¨rmung des Fluids durch den Phasenu¨bergang und deutlich gro¨ßere A¨nderungen
des Massenbruchs von DBP zu erkla¨ren ist. Das Verhalten u¨ber dem Radius spiegelt
die Lokalisierung des Eingreifens der Kontrollfunktion in der Scherschicht wider.
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Abbildung 6.10: Zeitlich gemittelte A¨nderung des LES-Zell-Mittelwertes von Z
(Oben), T (Mitte) und Ydbp (Unten) entlang der Jetachse (links)
und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 (rechts)
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In Abbildung 6.11 sind die zeitlich gemittelten A¨nderungen der Varianz der LES-
Zell-Werte vom Mischungsbruch, der Temperatur und Ydbp entlang der Jetachse und
u¨ber dem Radius bei z/D = 20 aufgetragen. Da die Varianzen nicht explizit erhalten
werden, sind die prozentualen A¨nderungen deutlich ho¨her als beim Mittelwert des
Mischungsbruchs. Durch die Wahl der na¨chsten Nachbarn im Mischungsbruchraum
wird die Varianza¨nderung des Mischungsbruches aber minimiert. Erneut spiegelt sich
die Abweichung der Temperatur und des Massenbruchs des DBP vom Mischungs-
bruch in der Ho¨he der prozentualen Abweichung wider. Die maximale A¨nderung der
Varianz durch die Kontrollfunktion findet sich erneut fu¨r Ydbp und betra¨gt ca. 2%.
Kapitel 6: Ergebnisse – numerische Aspekte 73
 1e-08
 1e-07
 1e-06
 1e-05
 0.0001
 0.001
 0  10  20  30  40  50  60  70
V
a
r 
(Z
),
 A
b
w
e
ic
h
u
n
g
 i
n
 %
Jetachse, z/D
 1e-09
 1e-08
 1e-07
 1e-06
 1e-05
 0.0001
 0.001
 0  2  4  6  8  10  12  14
V
a
r 
(Z
),
 A
b
w
e
ic
h
u
n
g
 i
n
 %
r/D, bei z/D = 20
 1e-08
 1e-07
 1e-06
 1e-05
 0.0001
 0.001
 0  10  20  30  40  50  60  70
V
a
r 
(T
),
 A
b
w
e
ic
h
u
n
g
 i
n
 %
Jetachse, z/D
 1e-09
 1e-08
 1e-07
 1e-06
 1e-05
 0.0001
 0.001
 0  2  4  6  8  10  12  14
V
a
r 
(T
),
 A
b
w
e
ic
h
u
n
g
 i
n
 %
r/D, bei z/D = 20
 0.001
 0.01
 0.1
 1
 10
 100
 0  10  20  30  40  50  60  70
V
a
r 
(Y
d
b
p
),
 A
b
w
e
ic
h
u
n
g
 i
n
 %
Jetachse, z/D
Abbildung 6.11: Zeitlich gemittelte A¨nderung der Varianz bezogen auf die LES-Zelle
von Z (Oben), T (Mitte) und Ydbp (Unten) entlang der Jetachse
(links) und u¨ber dem Radius (rechts) bei z/D = 20
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In Tabelle 6.5 sind die gemittelten prozentualen A¨nderungen aus dem gesamten
Rechengebiet der betrachteten Gro¨ßen durch die in Abschnitt 4.1.3 beschriebene
Operation des Lo¨schvorgangs aufgelistet. Es wurden mehr als 100000 Vorga¨nge er-
fasst und der Mittelwert der prozentualen A¨nderung gebildet, daher ko¨nnen die Da-
ten als repra¨sentativ betrachtet werden. Die durchschnittliche A¨nderung der Varianz
des Mischungsbruches Z betra¨gt 0,000365%. Die gemittelte prozentuale A¨nderung
der mittleren Temperatur T ist mit 6.52 · 10−17 sehr gering und erkla¨rt sich durch
die geringe Abweichung der Temperatur vom Mischungsbruch (siehe Abschnitt 6.3).
Fu¨r den Massenbruch des DBP ist der Wert erwartungsgema¨ß ho¨her, aber mit 0,05%
immer noch gering. Die Varianza¨nderung von Ydbp ist mit 0,49% erwartungsgema¨ß
ho¨her als die Varianza¨nderung von T mit 0,000367%.
Obwohl die A¨nderungen durch die Kontrollfunktion gering sind, ist die Auswir-
kung auf die Nukleationsrate, aufgrund der nichtlinearen Abha¨ngigkeiten wahr-
scheinlich deutlich gro¨ßer. Da ohne die Kontrollfunktion keine Ergebnisse mit LES-
PDF-Simulationen erzielt werden konnten, kann der absolute Einfluss jedoch nicht
abgescha¨tzt werden.
Tabelle 6.5: Effekte der Populationskontrolle auf die Mittelwerte der durch die MC-
Partikel transportieren Skalare und deren Varianz
Gro¨ße ∆ in %
Var(Z) 0,000365
T 6.52 · 10−17
Var(T) 0,000367
Y dbp 0,05
Var(Ydbp) 0,49
6.5 Unabha¨ngigkeitsstudien
Um die Unabha¨ngigkeit der Ergebnisse von der Anzahl der Stu¨tzstellen beim
Lo¨sen der diskretisierten Gleichungen zu gewa¨hrleisten, wurden Simulationsrei-
hen mit sukzessiver Verfeinerung der Auflo¨sung in jeweils einer Dimension durch-
gefu¨hrt bis die Ergebnisse sich qualitativ nicht mehr a¨nderten. Hierbei wur-
den die LES-Netz-Auflo¨sung, die Anzahl der MC-Partikel und die Auflo¨sung der
Gro¨ßenverteilungsfunktion untersucht. Die Ergebnisse dieses Abschnitts begru¨nden
die Wahl der verwendeten Auflo¨sungen fu¨r die Simulationen, deren Ergebnisse in
den Abschnitten 7.1 und 7.2 zu betrachten sind.
6.5.1 LES-Auflo¨sung
Um die Unabha¨ngigkeit der LES-Netz-Auflo¨sung zu untersuchen, wurden Simulatio-
nen mit Xdbp = 3, 6 ·10−4, NMC,min = 5 und NMC,max = 10 durchgefu¨hrt. Es wurden
die LES-Netz-Auflo¨sungen von 0,5 Millionen LES-Zellen, 1 Million LES-Zellen und
Kapitel 6: Ergebnisse – numerische Aspekte 75
1,5 Millionen LES-Zellen untersucht. Dies entspricht den Fa¨llen F2, F4 und F5 aus
Tabelle 6.1.
Wie bereits in Abschnitt 6.2 dargelegt, weisen die gemittelten Geschwindigkeiten
entlang der Jetachse fu¨r die LES-Netze mit 0,5 und 1 Millionen LES-Zellen geringe
Unterschiede auf. Die Kurvenverla¨ufe der Netze mit 1 und 1,5 Millionen LES-Zellen
sind nahezu identisch und es kann davon ausgegangen werden, dass das Netz mit
1 Million LES-Zellen genu¨gend Stu¨tzstellen bereit stellt, um das Geschwindigkeits-
feld ada¨quat zu berechnen. Im Folgenden wird daher das Verhalten der nichtlinear
abha¨ngigen Gro¨ßen bei Verfeinerung des LES-Netzes betrachtet.
In den Abbildungen 6.12(a) und 6.12(b) sind die Sa¨ttigung und Nukleationsra-
te entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 zu betrachten. Es ist
augenscheinlich, dass die Kurvenverla¨ufe aus der Rechnung mit 0,5 Millionen LES-
Zellen sich qualitativ von den Verla¨ufen der Kurven aus Rechnungen mit ho¨herer
LES-Netz-Auflo¨sung unterscheiden. Die Sa¨ttigung steigt fu¨r alle untersuchten Fa¨lle
nach Aufbrechen des Jets entlang der Achse steil an. Der Anstieg flacht jedoch bei
den ho¨heren Auflo¨sungen bei S ≈ 50 und z/D ≈ 5 ab und erreicht ein Plateau von
S ≈ 200 bei z/D ≈ 45. Die Sa¨ttigung aus der Rechnung mit 0,5 Millionen LES-
Zellen beha¨lt den sehr steilen Anstieg bis zu einem Wert von S ≈ 120 bei z/D ≈ 8
bei, um nach einem flacheren Anstieg einen Maximalwert von S ≈ 190 bei z/D ≈ 45
zu bilden. Das ra¨umliche Verhalten der Sa¨ttigungswerte entlang der Jetachse ist fu¨r
die Fa¨lle mit 1 und 1,5 Millionen LES-Zellen qualitativ a¨hnlich. Die maximale Diffe-
renz der Sa¨ttigung aus den Rechnungen mit 1 und 1,5 Millionen LES-Zellen, bezogen
auf die Daten des Falls mit 1,5 Millionen LES-Zellen, betra¨gt 30%. Derart hohe Be-
tra¨ge der prozentualen Abweichung finden sich unmittelbar nach dem Aufbrechen
des Jets. Die gemittelte betragsma¨ßige Abweichung entlang der Jetachse betra¨gt 8%.
Das ansteigende Verhalten der Nukleationsraten entspricht dem der Sa¨ttigung, der
Maximalwert der Rechnung mit der geringsten Auflo¨sung tritt jedoch deutlich fru¨her
zu Tage und der Wert fa¨llt zum Ende des Rechengebietes deutlich ab. Der initiale
Anstieg der Nukleationsrate unmittelbar nach dem Aufbrechen des Jets ist zuna¨chst
fu¨r alle LES-Auflo¨sungen nahezu identisch. Die Verla¨ufe der Nukleation entlang der
Jetachse aus den Rechnungen mit den ho¨heren Auflo¨sungen flachen fru¨her ab als
die Kurve aus der Rechnung mit niedrigster Auflo¨sung. Im Bereich z/D > 40 ver-
laufen die Kurven nahezu parallel mit gering unterschiedlichen Werten. Marginale
Unterschiede im Einsetzen des Nukleationsprozesses fu¨hren zu hohen maximalen
prozentualen Abweichungen (100%) zwischen den feinst aufgelo¨sten Rechnungen.
Die gemittelte betragsma¨ßige Abweichung, bezogen auf die Daten des Falls mit 1,5
Millionen LES-Zellen, entlang der Jetachse betra¨gt 19%. Die Analyse der radia-
len Verla¨ufe der Sa¨ttigung und Nukleation (siehe Abbildung 6.12(b)) zeigt fu¨r die
Rechnung mit ho¨chster Auflo¨sung ein qualitativ a¨hnliches ra¨umliches Verhalten. Der
Anstieg der Sa¨ttigung und Nukleation in radialer Richtung verla¨uft nahezu parallel.
Die Werte der Sa¨ttigung unterscheiden sich auf der Jetachse um 6%, die der Nu-
kleation um 14%. Die Verla¨ufe aus der groben Rechnung zeigen fu¨r die Sa¨ttigung
nur eine schwache Senke auf der Jetachse und die Nukleationsrate bildet auf der
Achse ein lokales Maximum und zeigen nicht den qualitativen Verlauf der feineren
Rechnungen.
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Abbildung 6.12: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene LES-Netze entlang
der Jetachse und u¨ber dem Radius
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Betrachtet man die Kondensationsraten der 1. und 25. Sektion der diskretisier-
ten Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse in Abbildung 6.13(a), so ist
abermals das qualitativ a¨hnliche Verhalten der feinsten Rechnungen offensichtlich.
Im Bereich 8 < z/D < 18 liefert die Rechnung mit 1,5 Millionen LES-Zellen bis
zu 16% ho¨here Werte als die Rechnung mit 1 Million LES-Zellen. Die gemittelte
betragsma¨ßige Abweichung, bezogen auf die Daten des Falls mit 1,5 Millionen LES-
Zellen entlang der Jetachse betra¨gt 5%. Der Verlauf der Kurve aus der Rechnung
mit 0,5 Millionen LES-Zellen unterscheidet sich stark von den Verla¨ufen der Kurven
aus den feiner aufgelo¨sten Rechnungen. Ebenso verha¨lt es sich mit der Kondensa-
tionsrate entlang des Radius in Abbildung 6.13(b). Die Verla¨ufe aus den feinsten
Rechnungen sind nahezu identisch.
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(b) Kondensationsraten der 1. und 25. Sektion u¨ber r/D bei
z/D = 20
Abbildung 6.13: Kondensationsraten der 1. und 25. Sektion fu¨r verschiedene LES-
Netze entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius
Kapitel 6: Ergebnisse – numerische Aspekte 79
In Abbildung 6.14(a) ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r die unterschiedlichen
LES-Netz-Auflo¨sungen aus dem gesamten Rechengebiet dargestellt. Der Verlauf aus
der gro¨bsten Rechnung unterscheidet sich in Form, Maximalwert und Stelle des Ma-
ximums deutlich von den feineren Rechnungen. Die Rechnungen mit 1 Million und
1,5 Millionen LES-Zellen liefern sehr a¨hnliche Kurvenformen mit 8% Unterschied
im Maximalwert bezogen auf die Daten des Falls mit 1,5 Millionen LES-Zellen und
nahezu identischen Tropfendurchmessern des Maximums. Das nullte Moment der
verschiedenen Rechnungen zeigt fu¨r den Bereich 10 < z/D < 35 leichte Unterschie-
de fu¨r die Rechnungen mit den feinsten Auflo¨sungen. Im weiteren Verlauf sind die
Kurven parallel und die Differenz betra¨gt weniger als 10%, bezogen auf die Daten
des Falls mit 1,5 Millionen LES-Zellen. Durch das leicht unterschiedliche Einset-
zen der Nukleation entstehen maximale Abweichungen von 100%, die gemittelte
betragsma¨ßige Abweichung entlang der Jetachse betra¨gt 31%.
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Abbildung 6.14: Gro¨ßenverteilungsfunktion aus dem gesamten Rechengebiet und
nulltes Moment entlang der Jetachse fu¨r verschiedene LES-Netze
Aufgrund der gewonnenen Erkenntnisse kann davon ausgegangen werden, dass die
Rechnung mit 1 Millionen LES-Zellen genu¨gend Stu¨tzstellen zur Lo¨sung der Euler-
gleichungen bereit stellt. Die aus den MC-Partikel-Daten gewonnenen Informationen
zeigen qualitativ gleiches Verhalten fu¨r die feinsten Rechnungen. Die quantitativen
Unterschiede zeigen nicht vernachla¨ssigbare Abweichungen. In Anbetracht der Unsi-
cherheiten der experimentellen Daten und des hohen Rechenaufwandes fu¨r die Netze
mit 1 Million und mehr LES-Zellen sowie dem Anspruch der Studie die physikalisch
korrekte Umsetzung der LES-PDF-MC-Partikel-Methode zu demonstrieren, ohne
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Anspruch auf absolute Korrektheit der Ergebnisse, ist das 1 Million LES-Zellen-Netz
durch die qualitative A¨hnlichkeit der Daten bei weiterer Erho¨hung der Zellzahl fu¨r
weitere Studien von ausreichender Feinheit.
6.5.2 Lagrange Auflo¨sung
Um die Unabha¨ngigkeit der Lagrange-Auflo¨sung zu untersuchen, wurden Simulatio-
nen mit Xdbp = 3, 6·10−4, der LES-Netz-Auflo¨sungen mit 0,5 Million LES-Zellen und
unterschiedlichen MC-Partikel-Anzahlen durchgefu¨hrt. Die Anzahl der MC-Partikel
wurde erho¨ht bis die Ergebnisse qualitativ u¨bereinstimmten und die quantitativen
Unterschiede wenige Prozent betrugen. Fu¨r diese Studie werden die Fa¨lle F5, F8,
F9 und F10 aus Tabelle 6.1 herangezogen. Die Kontrollparameter zur MC-Partikel-
Zahl-Kontrolle sind nochmals in Tabelle 6.6 aufgefu¨hrt.
Tabelle 6.6: Kontrollparameter fu¨r die MC-Partikel-Injektion und
Besetzungszahlkontrolle
Name NMC,min NMC,in NMC,max
F5 5 7 10
F8 10 15 20
F9 10 20 30
F10 10 25 40
In Abbildung 6.15(a) sind die Sa¨ttigung und Nukleationsrate entlang der Jetachse
zu betrachten. Die Kurvenverla¨ufe aus den Rechnungen F5 und F8 a¨hneln sich in
der Form. Selbiges gilt fu¨r die Rechnungen F9 und F10. Bei den Rechnungen F5
und F8 steigen die Sa¨ttigung und Nukleation bei z/D ≈ 2.5 steil an. Der Anstieg
der Sa¨ttigung flacht bei der Rechnung F5 bei z/D ≈ 6 ab, erreicht einen Maxi-
malwert von S ≈ 195 bei z/D ≈ 45 und fa¨llt weiter stromab wieder. Der Verlauf
der Sa¨ttigung der Rechnung F8 verha¨lt sich sehr a¨hnlich. Der Maximalwert der
Sa¨ttigung stellt sich jedoch fru¨her, bei z/D ≈ 35, mit einem niedrigeren Wert von
S ≈ 170 ein. Die Sa¨ttigung entlang der Jetachse fu¨r die Rechnungen F9 und F10
steigt bei z/D ≈ 4 steil an, bis sie bei z/D ≈ 6 abflacht und einen Maximalwert bei
z/D ≈ 40 erreicht. Die Kurven der Fa¨lle F9 und F10 sind fu¨r z/D < 40 qualita-
tiv a¨hnlich. Die prozentuale Abweichung der Sa¨ttigung, bezogen auf die Daten des
Falls mit ho¨chster MC-Partikel-Zahl (F10), bleibt fu¨r z/D < 40 unter 20%, steigt
weiter stromab bis zu einer Abweichung von 50% an. Die Nukleationsrate weist fu¨r
z/D < 40 eine Abweichung kleiner 50 % auf, welche mit zunehmendem Abstand von
der Du¨se weiter ansteigt. Der Verlauf der Sa¨ttigung und Nukleation und u¨ber dem
Radius bei z/D = 20 ist in Abbildung 6.15(b)) zu sehen. Das ra¨umliche Verhalten
von F5 und F8 ist sich sehr a¨hnlich und zeigt fu¨r die Sa¨ttigung ein lokales Minimum
auf der Achse. Der radiale Verlauf der Sa¨ttigung fu¨r die Rechnungen F9 und F10 ist
nahezu parallel, die Werte unterscheiden sich maximal auf der Jetachse. Die prozen-
tualen Unterschiede, bezogen auf die Daten des Falls mit ho¨chster MC-Partikel-Zahl
(F10), betragen fu¨r die Sa¨ttigung 12% und fu¨r die Nukleation 25 %.
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Abbildung 6.15: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene NMC,min < NMC <
NMC,max entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius
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In Abbildung 6.16 ist die Kondensationsrate der 1. und 25. Sektion der diskre-
tisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei
z/D = 20 aufgetragen. Es ist abermals ersichtlich, dass aus den Fa¨llen F5 und F8
sowie F9 und F10 qualitativ sehr a¨hnliche Ergebnisse hervorgehen. Der axiale Ver-
lauf der Kondensationsraten ist fu¨r die Fa¨lle F9 und F10 nahezu identisch und weist
einen Unterschied von weniger als 5%, bezogen auf die Daten von F10, fu¨r z/D < 30
auf. Die Unterschiede wachsen bis zum Ende des Rechengebietes auf 15% an. Der
radiale Verlauf der Kondensationsrate zeigt das gleiche Verhalten der Fa¨lle unter-
einander. Der Unterschied der Fa¨lle mit ho¨chster MC-Partikel-Zahl betra¨gt 1% auf
der Jetachse und nimmt im radialen Verlauf deutlich ho¨here Werte an, bis sich die
Werte bei r/D = 6 wieder nahezu exakt anna¨hern.
In Abbildung 6.17(a) ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r die unterschiedlichen
Lagrange-Auflo¨sungen aus dem gesamten Rechengebiet dargestellt. Der Verlauf der
Kurve von F5 unterscheidet sich deutlich von den anderen. Mit steigender Auflo¨sung
verschiebt sich das Maximum der Verteilungsfunktion zu 1µm. Die Rechnungen F9
und F10 liefern nahezu identische Kurvenverla¨ufe. Das Maximum der Verteilung
liegt bei 1, 06 · 10−06m und unterscheidet sich um 5% bezogen auf die Werte von
F10.
Das nullte Moment der Verteilungsfunktion entlang der Jetachse kann in Abbil-
dung 6.17(b) betrachtet werden. Es ist ebenfalls ersichtlich, dass sich die Verla¨ufe
der Kurve mit steigender MC-Partikel-Zahl a¨ndern bis 30 MC-Partikel als Ober-
grenze erreicht wurden. Die Abweichung der Werte entlang der Jetachse von F9 zu
F10 betra¨gt maximal 15 %, bezogen auf die Daten von F10.
Aufgrund der gewonnenen Erkenntnisse kann davon ausgegangen werden, dass
die Rechnung F9 eine ausreichende Anzahl von MC-Partikeln zur Verfu¨gung stellt,
da sich bei weiterer Erho¨hung der Anzahl der MC-Partikel die gewonnenen Daten
qualitativ nicht mehr a¨ndern.
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Abbildung 6.16: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene NMC,min < NMC <
NMC,max entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius
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Abbildung 6.17: Gro¨ßenverteilungsfunktion aus dem gesamten Rechengebiet und
nulltes Moment entlang der Jetachse fu¨r verschiedene NMC,min <
NMC < NMC,max
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6.5.3 Auflo¨sung der Gro¨ßenverteilungsfunktion
Um den Einfluss der Sektionierung der Gro¨ßenverteilungsfunktion abscha¨tzen zu
ko¨nnen, wurden Rechnungen mit unterschiedlicher Diskretisierungsfeinheit der
Gro¨ßenverteilungsfunktion durchgefu¨hrt. Fu¨r diese Studie werden die Fa¨lle F5, F6,
und F7 aus Tabelle 6.1 herangezogen. Es wurde das LES-Netz mit 0,5 Millionen
LES-Zellen und NMC,min = 5, NMC,max = 10 verwendet. Die Anzahl der unter-
suchten Sektionen sind 30, 40 und 50. Unabha¨ngig von der Diskretisierung wird ein
Bereich von d0 = 2 · 10−9 m bis dmax = 7, 9 · 10−6 m abgedeckt. In Tabelle 6.7 ist
eine U¨bersicht u¨ber die Anzahl der Sektionen und die gewa¨hlten Wachstumsfak-
toren cw =
dk+1
dk
gegeben. U¨ber die inverse Proportionalita¨t der Kondensationsrate
(Gleichung 3.20) zum Tropfendurchmesser ist eine Kopplung des Prozesses an die
Diskretisierung der Gro¨ßenverteilungsfunktion gegeben. Wie in Abschnitt 6.3 be-
schrieben, findet durch den Massenabzug eine weitreichende Kopplung statt, auf
deren Effekte in diesem Abschnitt nicht im Detail eingegangen werden soll.
Tabelle 6.7: Anzahl der Sektionen der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion und
Wachstumsfaktoren
Ku¨rzel Anzahl Sektionen cw
F5 30 1.33
F6 40 1.23625
F7 50 1.184
In Abbildung 6.18 ist die Kondensationsrate der ersten Sektion entlang der Jetach-
se fu¨r verschiedene Diskretisierungen der Gro¨ßenverteilungsfunktion aufgetragen.
Nach dem Aufbrechen des Jets bei z/D ≈ 3 steigen die Kondensationsraten, un-
abha¨ngig von der Anzahl der Stu¨tzstellen, gleichermaßen an. Bei z/D ≈ 12 steigt die
Rate fu¨r die Diskretisierung mit 40 und 50 Stu¨tzstellen weiter simultan an, wa¨hrend
die aus Rechnungen mit 30 Stu¨tzstellen leicht abflacht. Die Kondensationsrate aus
Rechnungen mit 40 und 50 Stu¨tzstellen erreicht bei z/D ≈ 19 ein Maximum mit
einer Amplitude, die sich nur um wenige Prozent unterscheidet. Die Diskretisierung
mit 30 Stu¨tzstellen erreicht bei z/D ≈ 20 ein Maximum niederer Amplitude. Die
Kurven fu¨r 40 und 50 Stu¨tzstellen verlaufen bis z/D ≈ 45 sehr a¨hnlich, im weiteren
Verlauf von bis zu 20% bezogen auf die Daten von F7.
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Abbildung 6.18: Kondensationsrate der 1. Sektion fu¨r verschiedene Diskretisierun-
gen der Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse
In Abbildung 6.19 ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion aus Rechnungen mit unter-
schiedlichen Diskretisierungen aus der gesamten Rechendomain aufgetragen. Der
Vergleich der Verteilungsfunktionen mit 30 und 40 Stu¨tzstellen zeigt eine deut-
liche Verschiebung des Maximums von ≈ 0, 5 µm zu ≈ 0, 6 µm. Die Ampli-
tude des Maximums aus Rechnungen mit 30 und 40 Stu¨tzstellen unterscheidet
sich um einen Faktor von 2,16. Es ist davon auszugehen, dass in den Bereichen
mit hohen Wachstumsraten die großen Absta¨nde der Stu¨tzstellen der diskretisier-
ten Gro¨ßenverteilungsfunktion bei der Verwendung von 30 Stu¨tzstellen zu einer
ungenauen numerischen Behandlung fu¨hren und die Tropfen zu schnell wachsen.
Die Kurvenverla¨ufe der Gro¨ßenverteilungsfunktion aus Rechnungen mit 40 und
50 Stu¨tzstellen sind qualitativ gleich. Die Maximalabweichung der Daten aus der
Rechnung mit 40 Stu¨tzstellen von Daten der Rechnung mit 50 Stu¨tzstellen betra¨gt
2%. Es kann daher davon ausgegangen werden, dass bei einer Diskretisierung der
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Gro¨ßenverteilungsfunktion mit 40 Stu¨tzstellen die Ergebnisse qualitativ unabha¨ngig
von der Auflo¨sung in dieser Dimension sind.
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Abbildung 6.19: Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r verschiedene Diskretisierungen aus
der gesamten Rechendomain
7 Ergebnisse – Referenzfall und
Aspekte der Modellierung
In diesem Abschnitt werden zuna¨chst die Daten des Referenzfalls analysiert und
mit Ergebnissen fru¨herer Arbeiten verglichen. Der darauffolgende Abschnitt ist dem
Einfluss der großskaligen Turbulenz sowie der Interaktion kleinskaliger turbulenter
Fluktuationen auf die Prozesse der Tropfenbildung und des Tropfenwachstums ge-
widmet. Das Verhalten charakteristischer Gro¨ßen bei Variation von XDBP und der
Vergleich mit Daten fru¨herer Arbeiten wird in einem weiteren Abschnitt betrachtet.
Anschließend werden die Eigenschaften des IEM- und des MCD-Mischungsmodells
anhand charakteristischer Gro¨ßen betrachtet. Die Effekte unterschiedlicher Model-
lierungen der Oberfla¨chenspannung stehen im abschließenden Kapitel im Fokus.
7.1 Analyse des Referenzfalls
Wie in Abschnitt 6.5 untersucht wurde, stellt sich eine qualitative Unabha¨ngigkeit
der Ergebnisse von der Anzahl der Stu¨tzstellen bei der Diskretisierung der
Gro¨ßenverteilungsfunktion mit 40 Sektionen ein. Fu¨r die Lagrange-Auflo¨sung ist
die qualitative Unabha¨ngigkeit mit NMC,min = 10, NMC,max = 30 erreicht. Die LES-
Netz-Auflo¨sung von 1 Million LES-Zellen liefert Ergebnisse, welche sich bei weiterer
Netzverfeinerung nicht mehr qualitativ a¨ndern. Daher ko¨nnen die Ergebnisse des
Falls F1 als qualitativ unabha¨ngig von der Diskretisierung der untersuchten Dimen-
sionen betrachtet werden.
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse ausgewertet und in Zusammenhang
mit den experimentellen Daten von [69] und Simulationsergebnissen von [41, 149]
gestellt. Eine U¨bersicht u¨ber die Arbeiten von [69, 41, 149] kann in Abschnitt 5
gefunden werden.
In Abbildung 7.1 ist die zeitlich gemittelte Sa¨ttigung entlang der Jetachse und
u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60
aufgetragen. Betrachtet man die Sa¨ttigung entlang der Jetachse, so steigt Selbige
im Bereich 2 < z/D < 7 steil an. Die Steigung flacht anschließend ab und bildet
ein Maximum bei z/D ≈ 30. Die Werte zeigen entlang der Jetachse im weiteren
Verlauf eine abfallende Tendenz. Der Verlauf der Sa¨ttigung u¨ber dem Radius bei
z/D = 10 zeigt ein Maximum auf der Jetachse. Im Bereich 0 < r/D < 4 fa¨llt der
Wert der Sa¨ttigung von 124 steil auf Null ab. Das qualitative Verhalten der Sa¨ttigung
u¨ber dem Radius bei z/D = 20 und z/D = 30 entspricht dem bei z/D = 10. Die
Maximalwerte steigen entlang der Jetachse jedoch weiter an und die radiale Aus-
dehnung der Verteilung nimmt zu. Betrachtet man die Sa¨ttigung u¨ber dem Radius
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bei z/D = 40 und z/D = 60, so nehmen die Maximalwerte der Sa¨ttigung auf der
Jetachse wieder ab. Die radiale Ausdehnung der Verteilung nimmt weiter zu und
hat bei z/D = 60 mehr als die dreifache Breite erreicht.
In Abbildung 7.2 ist die Sa¨ttigung in einer Ebene gezeigt, welche die Jetachse
entha¨lt. Am Du¨senrand bilden sich klare Konturen hoher Sa¨ttigungswerte direkt
nach Austritt des Fluides. Mit zunehmender Durchmischung der Stro¨me weiten sich
die Bereiche hoher Sa¨ttigung aus. Die symmetrisch zur Jetachse, in der Scherschicht
des Jets, gebildeten ho¨chsten Sa¨ttigungswerte beschreiben zuna¨chst eine kegelscha-
lenartige Struktur mit geringem O¨ffnungswinkel, vereinen sich aber stromab und
fu¨hren zu maximalen Sa¨ttigungswerten auf der Jetachse.
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Abbildung 7.1: Sa¨ttigung entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10,
z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60
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(b) S
Abbildung 7.2: Sa¨ttigung in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt
In Abbildung 7.3 ist die zeitlich gemittelte, homogene Nukleationsrate entlang der
Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und
z/D = 60 aufgetragen. Zusa¨tzlich zu den Daten aus Rechnungen mit MC-Partikeln
sind die digitalisierten Ergebnisse von [41] eingezeichnet.
Die Nukleationsrate entlang der Jetachse steigt bei z/D ≈ 2 steil an, bildet
einen breiten Bereich hoher Nukleationsrate mit einem plateauartigen Maximum
bei z/D ≈ 20 und sinkt zum Ende der Rechendomain langsam ab. Dieses Verhalten
zeigt auch der Verlauf von [41]. Die Nukleationsrate u¨ber dem Radius bei z/D = 10
zeigt ein Maximum auf der Jetachse, fa¨llt im Bereich 4 < r/D < 4, 5 steil ab und
erreicht bei r/D = 4, 5 vernachla¨ssigbare Werte. Das qualitative Verhalten u¨ber
dem Radius bei z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60 entspricht dem bei
z/D = 10. Die Bereiche mit hoher Nukleationsrate dehnen sich mit zunehmendem
Abstand von der Du¨se radial aus und u¨berspannen bei z/D = 60 einen Bereich bis
r/D = 17, 5.
Der Vergleich mit den Daten aus Rechnungen von [41] in Abbildung 7.3 zeigt ein
a¨hnliches ra¨umliches Verhalten der Nukleationsrate. Das Einsetzen der Nukleation
ist bei den Daten von [41] jedoch erst bei z/D = 10 zu beobachten. Die Daten zei-
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gen einen Maximalwert bei z/D ≈ 18 und mit gro¨ßer werdendem Abstand zur Du¨se
wieder absinkende Werte. Die Nukleationsraten aus Rechnungen von [41] sind ca.
2 Gro¨ßenordnungen unter den Werten aus den durchgefu¨hrten Simulationen dieser
Arbeit. Der radiale Verlauf der Nukleationsrate aus [41] konnte leider nicht zufrie-
denstellend digitalisiert werden und entzieht sich daher dem direkten Vergleich. Zu-
dem sei anzumerken, dass der unterschiedliche Verlauf der Geschwindigkeitsfelder,
insbesondere das spa¨tere Aufbrechen des Jets in den Simulationen von [41] (sie-
he Abschnitt 6.2) und die nichtlineare Abha¨ngigkeit der Nukleationsrate von den
zugrundeliegenden Skalarverteilungen, einen direkten Vergleich erschweren. In der
Fachliteratur finden sich Berichte fu¨r sechs bis neun Gro¨ßenordnungen zu niedri-
ge Nukleationsraten durch die von [41] verwendete Nukleationsrate fu¨r DBP [48]
(s. Gleichung 3.18, Abschnitt 5.2) im Vergleich zur verwendeten Formulierung (s.
Gleichung 3.17).
Die Darstellung der Nukleationsraten in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt,
in Abbildung 7.4 zeigt ho¨chste Nukleationswerte auf der Jetachse. Die Verteilung ist
symmetrisch zur Jetachse mit Maximalwerten im ersten Drittel des Rechengebietes.
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Abbildung 7.3: Nukleationsrate entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei
z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60, zu-
dem Daten von [41] (gestrichelt)
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(b) B
Abbildung 7.4: Nukleationsrate in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt
In Abbildung 7.5 ist die zeitlich gemittelte Kondensationsrate der ersten Sektion
der Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D =
10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60 aufgetragen. Die Analyse der
Wachstumsrate der 25. Sektion der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion findet
sich im Anhang 11.3.
Die Kondensationsrate steigt entlang der Jetachse im Bereich von 2 < z/D < 18
steil an, findet ein Maximum bei z/D ≈ 22 und fa¨llt bis zum Ende der Rechendo-
main gleichma¨ßig ab. Der radiale Verlauf bei z/D = 10 zeigt ein Maximum auf der
Jetachse und fa¨llt bis r/D ≈ 4 auf Null ab. Betrachtet man die Entwicklung der
radialen Verla¨ufe der Kondensationsrate stromab, so findet sich stets ein Maximum
auf der Jetachse. Der Maximalwert nimmt jedoch stetig ab und der Bereich hoher
Wachstumsraten verbreitert sich radial.
Die Betrachtung der Kondensationsrate in einer Ebene, welche die Jetachse
entha¨lt, in Abbildung 7.6 zeigt ebenfalls signifikante Werte direkt am Du¨senrand.
Nach dem Aufbrechen des Jets bildet sich jedoch ein auf der Jetachse zentrierter Be-
reich maximaler Wachstumsraten. Die Kondensationsrate fa¨llt in der zweiten Ha¨lfte
des Rechengebietes ab und nimmt in der Breite zu. Das ra¨umliche Wachstumsver-
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Abbildung 7.5: Kondensationsrate der 1. Sektion entlang der Jetachse und u¨ber dem
Radius bei z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60
halten unterscheidet sich somit deutlich von dem der Tropfenbildung.
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(b) G
Abbildung 7.6: Kondensationsrate der ersten Sektion in einer Ebene, welche die Je-
tachse entha¨lt
In Abbildung 7.7 ist die prozentuale Abweichung des zeitlich gemittelten nor-
mierten Massenbruchs YDBP vom zeitlich gemittelten Mischungsbruch Z entlang der
Jetachse dargestellt. Fu¨r z/D < 25 ist der Verlust des DBP aus der Gasphase ver-
nachla¨ssigbar. Fu¨r z/D > 25 steigt die Masse der gebildeten Tropfen exponentiell
an und erreicht am Ende des Rechengebietes ≈ 2%. Dieses Verhalten ist durch die
steigende Anzahl der Tropfen, sowie die vorhandene Oberfla¨che zu erkla¨ren. Der
Vergleich mit der Gro¨ßenverteilungsfunktion in Abbildung 7.8, sowie des nullten
Momentes entlang der Jetachse in Abbildung 7.10 verdeutlichen diesen Zusammen-
hang. Es ist zu erwarten, dass die Kurve auf einen Sa¨ttigungswert zu la¨uft, welcher
sich außerhalb des Rechengebietes einstellt (siehe Abschnitt 6.3).
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Abbildung 7.7: Prozentuale Abweichung des normierten Massenbruchs YDBP vom
Mischungsbruch Z entlang der Jetachse
In Abbildung 7.8 ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion an den Stellen z/D = 5,
z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60 zu betrachten. Mit
steigendem Abstand von der Du¨se nimmt die Anzahl der Tropfen stark zu. Das Ma-
ximum der Verteilungsfunktion verschiebt sich zu gro¨ßeren Partikeldurchmessern.
Die Verteilungsfunktion wird mit wachsendem Du¨senabstand zunehmend spitzer
und asymmetrischer. Der Abfall nach dem Maximalwert wird zunehmend steiler. In
Tabelle 7.1 sind die Maximalwerte und zugeho¨rigen Tropfendurchmesser der Vertei-
lungsfunktionen aufgefu¨hrt.
Tabelle 7.1: Position und Betrag der Maxima der Gro¨ßenverteilungsfunktionen aus
Abbildung 7.8
z/D dp,max [m] Maximale Tropfendichte
5 4, 67 · 10−9 1042980
10 1, 67 · 10−8 1, 65 · 107
20 5, 95 · 10−8 7, 92 · 107
30 1, 39 · 10−7 1, 51 · 108
40 2, 12 · 10−7 2, 13 · 108
60 4, 02 · 10−7 2, 55 · 108
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Abbildung 7.8: Gro¨ßenverteilungsfunktion an den Stellen z/D = 5, z/D = 10,
z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60
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In Abbildung 7.9 ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion bei z/D = 20 in der Darstel-
lung dN/dlogdp mit den experimentellen Daten von [69] zu betrachten. Im Bereich
2 · 10−7m < dp < 2 · 10−6m na¨hern sich die Kurven stark an und weisen Werte in
der gleichen Gro¨ßenordnung auf. In Anbetracht der unterschiedlichen Geschwindig-
keitsfelder (s. Abbildung 6.1) kann hieraus jedoch nicht auf die Gu¨te der Simula-
tionen geschlossen werden. Fu¨r kleinere Tropfendurchmesser unterscheiden sich die
Werte jedoch stark. Das bimodale Verhalten der experimentellen Daten wird von
den Simulationen dieser und den anderen betrachteten Arbeiten nicht wiedergege-
ben. Aufgrund der endlichen Zeit, welche zur Unterdru¨ckung der Nukleation und
Kondensation bei der Extraktion des Fluides im Experiment beno¨tigt wird (siehe
auch [149]), sowie wechselnder Messtechniken, deren Gu¨ltigkeitsbereich im Bereich
des lokalen Minimums der Verteilungsfunktion endeten, und einer fehlenden Feh-
lerabscha¨tzung sind die experimentellen Daten jedoch mit Vorsicht zu betrachten.
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Abbildung 7.9: Gro¨ßenverteilungsfunktion dN/dlogdp bei z/D = 20 aus der Simu-
lation sowie Daten von [69]
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In Abbildung 7.10 ist das zeitlich gemittelte, nullte Moment der
Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse aufgetragen. Zusa¨tzlich sind
die experimentellen Daten von [69] und Simulationsergebnisse von [41, 149]
eingezeichnet. Die Kurve aus den durchgefu¨hrten Simulationen steigt bei z/D ≈ 3
stark an, die Steigung flacht bei z/D ≈ 4 ab. Die Simulationsergebnisse im Bereich
z/D = 35 sind vergleichbar mit den experimentellen Daten von [69]. Die Simulati-
onsergebnisse von [41] fu¨hren im Bereich 30 < z/D < 50 ebenfalls zu Ergebnissen
im vergleichbaren Wertebereich, wie die betrachteten Simulationsergebnisse aus der
aktuellen Arbeit. Der Anstieg der Kurven zeigt a¨hnliche Charakteristiken. Zuna¨chst
steigen die Werte steil an, der Anstieg flacht anschließend ab und die Werte bleiben
im weiteren Verlauf auf hohem Niveau. Im Vergleich zu den aktuellen Ergebnissen
ist der sehr steile Anstieg der Kurve, kurz nach dem Aufbrechen des Jets, jedoch
etwas moderater. An dieser Stelle muss aber das unterschiedliche Aufbrech- und
Abklingverhalten des Jets aus den Experimenten und den Simulationen beachtet
werden und in den Zusammenhang mit der nichtlinearen Abha¨ngigkeit der Nu-
kleationsrate von den zugrunde liegenden Gro¨ßen gestellt werden. Zudem mu¨ssen
die unterschiedliche Modellierung von [41] und [149] fu¨r den Sa¨ttigungsdruck, die
Oberfla¨chenspannung und die Nukleationsrate bedacht werden. Eine U¨bersicht der
verwendeten Ausdru¨cke ist in Abschnitt 5.2 gegeben.
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Abbildung 7.10: Nulltes Moment entlang der Jetachse aus verschiedene Quellen
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Abbildung 7.11: Nulltes Moment u¨ber dem Radius bei z/D = 5, z/D = 10, z/D =
20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60
In Abbildung 7.11 ist das zeitlich gemittelte, nullte Moment u¨ber dem Radius bei
z/D = 5, z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60 aufgetragen.
Der Verlauf der Kurven zeigt an den axialen Positionen mit z/D > 10 ein lokales
Minimum der Tropfendichte auf der Jetachse. Mit zunehmendem Abstand von der
Du¨se verbreitert sich der Bereich ho¨chster Tropfendichte und die Abnahme der Werte
in radialer Richtung wird u¨ber ein gro¨ßeres Gebiet ausgedehnt. Bei z/D = 60 hat
sich die radiale Ausdehnung des Gebietes mit Tropfen im Vergleich zu z/D = 2, 5
von r/D = 5 auf r/D = 18 stark erweitert.
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(b) m0
Abbildung 7.12: Nulltes Moment in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt
In Abbildung 7.12 ist das nullte Moment der Gro¨ßenverteilungsfunktion in einer
Ebene dargestellt, welche die Jetachse entha¨lt. Die ra¨umliche Ausdehnung von Ge-
bieten mit Tropfen nimmt mit steigendem Abstand zur Du¨se in radialer Richtung zu
und breitet sich bis zum Ende des Rechengebietes weiter aus. Die Bereiche ho¨chster
Partikelzahldichten sind konzentrisch um die Jetachse angeordnet, was durch das
ra¨umliche Verhalten der Nukleationsrate sowie konvektive und diffusive Prozesse zu
erkla¨ren ist. Durch die hohen Unterschiede der Tropfendichten erscheint die Trop-
fendichte auf der Jetachse in der gewa¨hlten Darstellung niedrig. Der Vergleich mit
Abbildung 7.11 stellt die Verha¨ltnisse quantitativ einsichtiger dar.
In Abbildung 7.13 ist der anzahlgemittelte Durchmesser (AGD) der
Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse aufgetragen. Der anzahlgemittelte
Durchmesser wird aus der Summe aller Tropfendurchmesser geteilt durch die Anzahl
aller Tropfen gebildet. Die Ergebnisse aus den Simulationen mit MC-Partikeln zei-
gen einen linearen Anstieg des AGD mit axialem Abstand zur Du¨se. Die zusa¨tzlich
eingezeichneten Ergebnisse von [69] zeigen einen nahezu konstanten, oder nur leicht
ansteigenden AGD entlang der Jetachse.
Der massengemittelte Durchmesser (MGD) wird analog zum gewichteten Mittel-
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Abbildung 7.13: Anzahlgemittelter Durchmesser entlang der Jetachse
wert einer Gro¨ße Φ gebildet (siehe Abschnitt 4.1.1). In Abbildung 7.14 ist der MGD
aus den Simulationsergebnissen mit MC-Partikeln, experimentelle Ergebnisse von
[69] und Simulationsergebnisse von [41], entlang der Jetachse eingezeichnet. Die Si-
mulationsergebnisse von [41], ebenso wie die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen einen
linearen Anstieg des MGD entlang der Jetachse. Die experimentellen Ergebnisse von
[69] zeigen einen leichten, linearen Anstieg mit zunehmenden Abstand von der Du¨se.
Die u¨bereinstimmenden Tendenzen des MGD der Simulationen und das davon unter-
schiedliche Verhalten der experimentell ermittelten Daten, auch in Anbetracht der
Unsicherheiten des Experiments, legen den Schluss nahe, dass die experimentellen
Daten fehlerbehaftet sein ko¨nnten. Die Simulationsergebnisse zeigen eine qualitative
U¨bereinstimmung der Abha¨ngigkeit des MGD vom Abstand zur Du¨se.
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Abbildung 7.14: Massegemittelter Durchmesser entlang der Jetachse
7.2 Einfluss der Turbulenz
Um den Einfluss der klein- und großskaligen Turbulenz zu untersuchen, wurden
Filterungs- und Mittelungsoperationen angewandt, welche die beru¨cksichtigten In-
formationen bei der Berechnung abha¨ngiger Gro¨ßen reduzieren. Die MC-Partikel
liefern instantane Informationen an einem bestimmten Ort. Die Berechnung der
abha¨ngigen Gro¨ßen mit dieser Information und anschließender zeitlicher Mitte-
lung (durch einen U¨berstrich repra¨sentiert) wird in Tabelle 7.2 durch F1 darge-
stellt. Die zeitliche Mittelung der instantanen Realisierungen durch die MC-Partikel
konvergiert zum statistischen Mittel der betrachteten Gro¨ße. Die Berechnung der
abha¨ngigen Gro¨ßen mittels gefilterter Information (durch˜repra¨sentiert), also ohne
Feinstrukturinformation, wird durch F2 symbolisiert. Dies entspricht einer Berech-
nung der abha¨ngigen Gro¨ßen basierend auf einer ra¨umlich gefilterten Skalarvertei-
lung, bei welcher die Effekte der kleinskaligen Turbulenz durch die Filterungsope-
ration nicht mehr beru¨cksichtigt werden. Die Berechnung mit ra¨umlich gefilterter
und zeitlich gemittelter Information wird durch F3 repra¨sentiert. Durch die zeitli-
che Mittelung der den Berechnungen zugrunde liegenden Gro¨ßen wird der Einfluss
der durch die LES aufgelo¨sten turbulenten Strukturen vernachla¨ssigt. Die Differenz
der Gro¨ßen F1 und F2 kann somit als Indikator fu¨r den Einfluss der Korrelationen
der kleinskaligen Turbulenz betrachtet werden. Die Differenz der Gro¨ßen F3 und F2
kann als Indikator des Einflusses der ra¨umlich und zeitlich aufgelo¨sten turbulenten
Strukturen betrachtet werden. Im Folgenden wird der Effekt anhand der Sa¨ttigung
(S), der homogenen Nukleationsrate (B) und der Kondensationsrate der ersten Sek-
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tion der Gro¨ßenverteilungsfunktion (G) betrachtet. Es wurde das LES-Netz mit 1
Million LES-Zellen und NMC,min = 10, NMC,max = 30 verwendet, dies entspricht der
Rechnung F1 in Tabelle 6.1.
Tabelle 7.2: Definition der Berechnung abha¨ngiger Gro¨ßen
Gro¨ße Definition
F1 F˜ (S, σ(T ), T,Nv)
F2 F (S˜, σ(T˜ ), T˜ , N˜v)
F3 F (S˜, σ(T˜ ), T˜ , N˜v)
In Abbildung 7.15 ist der Mischungsbruch in einer Ebene zu betrachten, welche
die Jetachse entha¨lt. Die instantanen Realisierungen durch die MC-Partikel sind
in Abbildung 7.15(b) bei einer Sekunde Simulationszeit dargestellt. Dies sind die
Gro¨ßen zur Berechnung von F1 aus Tabelle 7.2. Die gewichteten Mittelwerte aller
Realisierungen durch die MC-Partikel in der jeweiligen LES-Zelle zu diesem Zeit-
punkt sind in Abbildung 7.15(c) zu betrachten. Dies entspricht einer ra¨umlichen
Filterung und mit diesen Gro¨ßen wird F2 aus Tabelle 7.2 berechnet. Die zeitlich
gemittelte Darstellung zu diesem Zeitpunkt (Mittelungszeit von 0,7 bis 1 Sekunde
Simulationszeit) kann in Abbildung 7.15(d) betrachtet werden. Diese Gro¨ßen werden
zur Berechnung von F3 aus Tabelle 7.2 verwendet. Es ist augenscheinlich, dass die
MC-Partikel aus der Du¨se nur langsam mischen und auch weit stromab noch MC-
Partikel mit hohen Mischungsbru¨chen vorhanden sind. Die Darstellung von F2 zeigt
aufgrund der Beimischung der MC-Partikel aus dem Hu¨llstrom niedrigere gefilterte
Werte als die instantanen Realisierungen der MC-Partikel mit Mischungsbru¨chen
deutlich u¨ber dem Mittelwert vermuten lassen. Durch die zeitliche Mittelung geht
abermals Information verloren und F3 zeigt einen glatten Verlauf.
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(b) Z (c) Z˜ (d) Z˜
Abbildung 7.15: Z auf den MC-Partikeln, Z˜ auf dem LES-Gitter sowie die zeitliche
Mittelung (Z˜) in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt
In Abbildung 7.16 sind die zeitlich gemittelten quadratischen Abweichungen der
instantanen MC-Partikel-Werte (entspricht Abbildung 7.15(b)) von Z und B von
den jeweiligen gefilterten LES-Zell-Werten Z˜ und B˜ (entspricht Abbildung 7.15(c))
dargestellt. Die Betrachtung zeigt die zeitlich gemittelte Fluktuation der einzelnen
Realisierungen um den zellgefilterten Wert und somit die Varianz der Feinstruk-
tur. Es ist ersichtlich, dass die Varianz im Bereich des aufbrechenden Jets und der
Scherschicht stark ansteigt. Wa¨hrend die Varianz von Z fu¨r z/D > 8 wieder absinkt
bleibt die Varianz von B entlang der Jetachse auf einem sehr hohen Niveau. Dies
verdeutlicht erneut die nichtlineare Abha¨ngigkeit der Nukleationsrate von den zu-
grunde liegenden Gro¨ßen und somit den großen Einfluss der Feinstrukturinformation
(kleinskaligen Turbulenz) auf den Prozess der Tropfenbildung. Die radialen Verla¨ufe
von Z zeigen ein lokales Minimum auf der Jetachse. Die Position des Maximums
wandert mit zunehmendem Abstand von der Du¨se radial nach außen. Die Varianz
von Z ist erneut sta¨rker lokalisiert als die Varianz von B.
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Abbildung 7.16: Zeitlich gemittelte quadratische Abweichung der instantanen MC-
Partikel-Werte Z und B von den gefilterten LES-Zell-Werten Z˜ und
B˜ entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D =
20 und z/D = 40
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In Abbildung 7.17 sind die instantanen gefilterten Werte (Z˜, B˜, entspricht Abbil-
dung 7.15(c)), und die zeitlich gemittelten Verla¨ufe von Z und B (Z˜, B˜, entspricht
Abbildung 7.15(d)), entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 darge-
stellt. Wa¨hrend der instantane Verlauf des Mischungsbruches bereits auf den gemit-
telten Verlauf schließen la¨sst, ist dies bei der Nukleationsrate nicht ohne Weiteres
mo¨glich. Die nichtlineare Abha¨ngigkeit der Nukleationsrate vom Mischungsbruch
fu¨hrt zu hohen Schwankungen der instantanen Werte.
Die quadratische Abweichung der gefilterten LES-Zell-Werte Z˜ und B˜ von den
zeitlich gemittelten, gefilterten LES-Zell-Werten Z˜ und B˜ sind in Abbildung 7.18
entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20 und z/D = 40
dargestellt. Die Varianz des Mischungsbruchs weist hohe Werte im Bereich des auf-
brechenden Jets und in der Scherschicht auf. Der Maximalwert des Verlaufes u¨ber
dem Radius verschiebt sich stromab zunehmend radial nach außen und nimmt in
der Ho¨he ab. Die Varianz der Nukleationsrate zeigt im radialen Verlauf ebenfalls
Maximalwerte im Bereich der Scherschicht. Der axiale Verlauf der Varianz ist durch-
gehend auf einem hohen Niveau und fa¨llt zum Ende des Rechengebietes nur leicht
ab. Dies verdeutlicht den Einfluss der aufgelo¨sten Wirbelstrukturen auf den Prozess
der Tropfenbildung.
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Abbildung 7.17: Gefilterter instantanter Verlauf von Z und B (Z˜, B˜) links und zeit-
lich gemittelter gefilterter Verlauf von Z und B (Z˜, B˜) rechts, ent-
lang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20
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Abbildung 7.18: Zeitlich gemittelte quadratische Abweichung von Z˜ und B˜ von den
zeitlich gemittelten LES-Zell-Werten Z˜ und B˜ entlang der Jetachse
und u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20 und z/D = 40
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In Abbildung 7.19 ist die Sa¨ttigung (S1, S2 und S3) entlang der Jetachse und
u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20 und z/D = 40 aufgetragen. Zudem
sind die Abweichung der Gro¨ßen untereinander dargestellt. Die Abweichungen sind
in Prozent angegeben und mit dem Ku¨rzel ∆(Si, Sj) =
(Sj−Si)·100
Si
gekennzeichnet.
Betrachtet man die Sa¨ttigung entlang der Jetachse, so sind die Kurvenverla¨ufe fu¨r
S1, S2 und S3 stark unterschiedlich. Die Kurve S1 zeigt einen steilen Anstieg bis
z/D ≈ 6, der Anstieg flacht anschließend ab. Die initiale Steigung von S2 ist flacher
als die von S1. Die Steigung von S2 flacht bei z/D ≈ 8 ab. Der Vergleich von
S3 und S2 zeigt einen etwas steileren initialen Anstieg von S3. Der Anstieg von
S3 ist jedoch nicht so stark wie die initiale Steigung von S1. S3 erreicht deutlich
ho¨here Werte als S2 und S1 und bildet ein Maximum bei z/D ≈ 40. Die prozentuale
Abweichung der Gro¨ße S2 von S1 (∆(S1, S2)) erreicht nach dem Aufbrechen des
Jets einen Spitzenwert von 50% und flacht im weiteren Verlauf des Rechengebietes
ab, bis im Bereich z/D > 50 Werte von −40% erreicht werden. Die Verla¨ufe von
∆(S1, S3) und ∆(S2, S3) haben einen breiteren Bereich ho¨chster Werte von 86% und
93%, fallen im weiteren Verlauf jedoch stark ab und erreichen fu¨r z/D > 10 ebenfalls
negative Werte.
Die Sa¨ttigung aufgetragen u¨ber dem Radius bei z/D = 10 zeigt ein lokales Mi-
nimum auf der Jetachse fu¨r S2 und S3. S1 weist ein Maximum auf der Jetachse
auf. Der Vergleich von S2 und S3 zeigt eine Verschiebung des Maximums nach au-
ßen mit zunehmend schmaleren Konturen und ho¨heren Amplituden. Die prozentuale
Abweichung von S3 zu S1 betra¨gt bis zu -2400%.
Die Betrachtung des radialen Verlaufs bei z/D = 20 zeigt, dass die Maxima von
S2 und S3 radial nach außen gewandert sind. S1 zeigt weiterhin ein Maximum auf der
Jetachse und hat ebenfalls in der radialen Ausdehnung zugenommen. Die maximale
prozentuale Abweichung der Kurven untereinander betra¨gt ∆(S1, S3) = −690%.
Der radiale Verlauf bei z/D = 40 zeigt sehr a¨hnliche Verla¨ufe aller betrachteten
Gro¨ßen. S2 weist ein schwaches Minimum auf der Jetachse auf. S3 zeigt ein plateau-
artiges Maximum auf der Jetachse welches sich bis r/D ≈ 4 erstreckt. S1 und S2
weisen eine maximale Abweichung von ∆(S1, S2) = −150% auf. Die Differenz der
Maximalwerte und die radiale ra¨umliche Verschiebung hat mit steigendem Abstand
von der Du¨se stark abgenommen, was der abnehmenden Intensita¨t der Turbulenz
zuzuschreiben ist. Die zeitliche Information hat bei dieser Betrachtung den gro¨ßten
Einfluss. Die zweidimensionalen ra¨umlichen Darstellungen von S1, S2 und S3 in Ab-
bildung 7.20 zeigen scha¨rfere, radial nach außen verlagerte Konturen mit ho¨heren
Maximalwerten der Sa¨ttigung je weniger von der Turbulenz bei der Berechnung
der abha¨ngigen Gro¨ßen beru¨cksichtigt wird und verdeutlichen die bereits an den
Linienplots ero¨rterten Tendenzen.
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Abbildung 7.19: S1, S2, S3 entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10,
z/D = 20 und z/D = 40 sowie prozentuale Unterschiede
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(b) S1 (c) S2 (d) S3
Abbildung 7.20: S1, S2, S3 in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt. Der Werte-
bereich der Legende entstammt S3
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In Abbildung 7.21 ist die Nukleationsrate entlang der Jetachse und u¨ber dem
Radius bei z/D = 10, z/D = 20 und z/D = 40 aufgetragen. Betrachtet man die
Nukleationsrate entlang der Jetachse, so ist der qualitative Verlauf von B1 und
B2 sehr a¨hnlich. Ein steiler Anstieg bei z/D ≈ 2 flacht bei z/D ≈ 3 ab, um ein
plateauartiges Maximum zu erreichen.
Die Werte von B2 liegen u¨ber den Werten von B1. Der Verlauf von B3 unterschei-
det sich deutlich von den Verla¨ufen der anderen Kurven. Signifikante Werte werden
erst bei z/D = 6 erreicht. Der folgende Anstieg der Werte ist moderater als der von
B1 und B2. Die Kurve liegt bis z/D < 12 unter den Werten von B1 und B2, im
Bereich 14 < z/D < 40 daru¨ber, sinkt jedoch im weiteren Verlauf erneut unter die
Anderen ab. Das fru¨here Einsetzen der Nukleation B1 fu¨hrt zuna¨chst zu sehr hohen
Differenzen im Vergleich zu B2.
Der Verlauf der Nukleationsrate u¨ber dem Radius bei z/D = 10 zeigt ein lokales
Minimum auf der Jetachse von B2 und B3. B1 zeigt ein Maximum auf der Jetachse
und a¨hnelt im Verlauf dem von B2. B1 und B2 weisen eine a¨hnliche radiale Aus-
dehnung der Verteilung auf. B3 zeigt im Vergleich eine lokalisiertere Verteilung mit
ho¨herem Maximum und kleinerer radialer Ausdehnung.
Der radiale Verlauf bei z/D = 20 zeigt ein lokales Maximum von B1 auf der
Jetachse. B2 und B3 zeigen nur sehr schwache Minima auf der Jetachse. Die Be-
reiche ho¨chster Werte haben sich stark verbreitert und die radiale Ausdehnung der
Verteilung hat zugenommen.
Betrachtet man den radialen Verlauf der Nukleation bei z/D = 40, so ist zu erken-
nen, dass die Verteilungen weiter in radialer Ausdehnung zugenommen haben. Die
Verla¨ufe von B1 und B2 weisen sehr breite Verteilungen auf. Der Verlauf der Kur-
ven ist sehr a¨hnlich und es ist anzunehmen, dass in diesem Bereich die kleinskalige
Turbulenz so weit abgeklungen ist, dass die Effekte eine untergeordnete Rolle spie-
len. Die großskaligen, instationa¨ren turbulenten Strukturen fu¨hren jedoch zu starken
Unterschieden von B3 und den anderen betrachteten Gro¨ßen.
Die zweidimensionalen ra¨umlichen Darstellungen von B1, B2 und B3 in Abbildung
7.22 zeigen scha¨rfere, radial nach außen verlagerte Konturen mit ho¨heren Maximal-
werten der Nukleationsrate je weniger von der Turbulenz bei der Berechnung der
abha¨ngigen Gro¨ßen beru¨cksichtigt wird und verdeutlichen die bereits an den Lini-
enplots ero¨rterten Tendenzen.
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Abbildung 7.21: B1, B2, B3 entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D =
10, z/D = 20 und z/D = 40 sowie prozentuale Unterschiede
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(b) B1 (c) B2 (d) B3
Abbildung 7.22: B1, B2 und B3 in einer Ebene, welche die Jetachse entha¨lt. Der
Wertebereich der Legende entstammt B3
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In Abbildung 7.23 ist die Kondensationsrate der ersten Sektion entlang der Je-
tachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20 und z/D = 40 aufgetragen.
Betrachtet man die Kondensationsrate entlang der Jetachse, so ist der qualitati-
ve Verlauf von G1 und G2 a¨hnlich. G3 weist einen deutlich steileren Anstieg der
Kondensationsrate auf und hat ein sehr lokalisiertes Maximum. Fern von der Du¨se
na¨hern sich die Kurven stark an. Der Anstieg von G1 im Bereich 3 < z/d < 18
ist vergleichsweise moderat und fu¨hrt zu einem Maximalwert bei z/D = 22. Der
Anstieg von G2 ist deutlich steiler und fu¨hrt zu einem fru¨heren, deutlich ausge-
pra¨gterem Maximum bei z/D = 11. Der Verlauf von G3 zeigt einen sehr steilen
Anstieg, mit einem Maximum deutlich ho¨herer Amplitude bei z/D = 4, 5.
Der radiale Verlauf der Kondensationsraten bei z/D = 10 zeigt ein Maximum
auf der Jetachse fu¨r G1 und G3. G2 zeig ein lokales Minimum auf der Jetachse. Der
Einbruch bei r/D = 0, 2 ist ein numerisches Artefakt. Die Kuvenverla¨ufe gleichen
sich mit steigendem Abstand von der Du¨se an und zeigen bei z/D = 40 nahezu
identische Verla¨ufe.
Die zweidimensionalen ra¨umlichen Darstellungen von G1, G2 und G3 in Abbil-
dung 7.24 zeigen scha¨rfere, radial nach außen verlagerte Konturen mit ho¨heren Ma-
ximalwerten der Sa¨ttigung je weniger von der Turbulenz bei der Berechnung der
abha¨ngigen Gro¨ßen beru¨cksichtigt wird.
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Abbildung 7.23: G1, G2, G3 entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D =
10, z/D = 20 und z/D = 40 sowie prozentuale Unterschiede
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(b) G1 (c) G2 (d) G3
Abbildung 7.24: Kondensationsraten G1, G2 und G3 der ersten Sektion im Schnitt
parallel der Jetachse. Der Wertebereich der Legende entstammt G3
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Das Aufbrechen des Jets fu¨hrt zuna¨chst zu großen instationa¨ren dreidimensiona-
len Wirbelstrukturen. Der Zerfall der großen Wirbel und die Weitergabe der Energie
an zunehmend kleinere Strukturen fu¨hrt zu turbulenten Schwankungen, welche sich
schließlich der ra¨umlichen und zeitlichen Auflo¨sung der LES entziehen. Insbesondere
der hochsensitive Prozess der homogenen Nukleation wird von der instationa¨ren Na-
tur der Turbulenz beeinflusst. Der hohe Einfluss der kleinskaligen Turbulenz sowie
die Interaktion der turbulenten Fluktuationen der beim Phasenu¨bergang beteilig-
ten Skalarfelder la¨sst sich physikalisch durch die kleinskaligen Fluktuationen der
Energie und Stoffdichte erkla¨ren, welche die Schwelle zur Clusterbildung lokal und
kurzzeitig u¨berschreiten. Der erho¨hte Stoff- und Energietransport durch turbulente
Schwankungen fu¨hrt zu einer ra¨umlichen Verschmierung der Skalarfelder. Zusa¨tzlich
fu¨hren die kleinskaligen Schwankungen um gefilterte LES-Zell-Werte aufgrund der
hohen Sensitivita¨t der betrachteten Prozesse zu einer zusa¨tzlichen ra¨umlichen Aus-
breitung von Bereichen mit Tropfenbildung und Wachstum. Diese Tendenz deckt
sich mit den Beobachtungen von [70] und [105] und zeigt den hohen Einfluss der
groß- und kleinskaligen Turbulenz auf die Prozesse der homogenen Nukleation und
Wachstum durch Kondensation.
7.3 Abha¨ngigkeit von Xdbp
Die experimentellen Daten von Lesniewski [69] beinhalten u. a. das nullte Moment
und den anzahlgemittelten Durchmesser bei z/D = 20 fu¨r eine Reihe von Mas-
senbru¨chen im Bereich 2, 5 · 10−4 < Xdbp < 5, 1 · 10−4. Zudem stehen Datensa¨tze
aus den Simulationen von [41, 149] zur Verfu¨gung. Wie bereits dargelegt, sind die
Geschwindigkeitsprofile aller Datenquellen unterschiedlich (siehe Abbildung 6.1).
Zudem wurden von [41, 149] unterschiedliche Ausdru¨cke fu¨r die Modellierung des
Sa¨ttigungsdrucks, der Oberfla¨chenspannung und der Nukleationsrate verwendet (sie-
he Abschnitt 5.2). Der quantitative Vergleich der Daten ist somit mit Bedacht
durchzufu¨hren. Das qualitative Verhalten charakteristischer Gro¨ßen bei Variation
der Randbedingungen dient jedoch als Indikator fu¨r die Korrektheit der Abbildung
physikalischer Zusammenha¨nge.
In diesem Abschnitt wird zuna¨chst das Verhalten der Sa¨ttigung, der ho-
mogenen Nukleation, der Kondensation, der kondensierten Massen und der
Gro¨ßenverteilungsfunktion analysiert. Im Anschluss wird das qualitative Verhal-
ten des anzahlgemittelten Durchmessers, des nullten Moments und der Gro¨ße L43
bei Variation von Xdbp mit Daten fru¨herer Arbeiten verglichen. Wie in Tabel-
le 6.1 aufgefu¨hrt, wurden Rechnungen mit Xdbp = 2, 5 · 10−4, 2, 7 · 10−4, 3, 0 ·
10−4, 3, 6 · 10−4, 3, 8 · 10−4, 4, 5 · 10−4, 5, 1 · 10−4 durchgefu¨hrt. Die verwen-
deten Fa¨lle tragen die Ku¨rzel F11, F12, F13, F5, F14, F15 und F16. Die Rei-
henfolge der Aufza¨hlung entspricht der aufsteigenden Folge der genannten Mas-
senbru¨che. Fu¨r die Mehrzahl der Analysen werden jedoch nur die Werte Xdbp =
2, 5 · 10−4, 3, 6 · 10−4, 4, 5 · 10−4, 5, 1 · 10−4 verwendet, da sie das Verhalten ausrei-
chend genau repra¨sentieren. Fu¨r diese Abha¨ngigkeitsstudie wurde das LES-Netz mit
0,5 Millionen LES-Zellen mit NMC,min = 5 und NMC,max = 10 verwendet, was durch
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die Absicht, lediglich das qualitative Verhalten bei Variation von Xdbp analysieren
zu wollen, gerechtfertigt werden kann.
In Abbildung 7.25 sind die Sa¨ttigung und Nukleation entlang der Jetachse (siehe
Abbildung 7.25(a)) und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 (siehe Abbildung 7.25(b))
aufgetragen. Zudem sind die Daten des Referenzfalls F1 eingetragen. Es ist zu er-
kennen, dass der Anstieg der Sa¨ttigung entlang der Jetachse nach dem Aufbrechen
des Jets fu¨r ho¨here Xdbp sta¨rker ist. Fu¨r Xdbp = 2, 5 · 10−4 flacht der Anstieg bei
z/D ≈ 4 deutlich ab und hat ein Maximum bei z/D = 50. Fu¨r Xdbp = 3, 6 · 10−4
flacht der Anstieg der Sa¨ttigung bei z/D ≈ 6 ab, findet jedoch bei z/D ≈ 45 ein
Maximum und sinkt zum Ende der Domain wieder ab. Fu¨r Xdbp = 4, 5 ·10−4 und fu¨r
Xdbp = 5, 1·10−4 zeigt sich ein deutliches Maximum der Sa¨ttigung bei z/D ≈ 35 und
z/D ≈ 30. Die Nukleationsrate u¨ber dem Radius, ebenfalls in Abbildung 7.25(a),
zeigt ein a¨hnliches Verhalten. Die Nukleationsrate des Falls F16 (Xdbp = 5, 1 · 10−4)
fa¨llt bei z/D ≈ 55 unter die Nukleationsrate des Falls F15 (Xdbp = 4, 5 · 10−4). Dies
kann durch den Massenverlust von DBP aus der Gasphase erkla¨rt werden, welcher
in Abbildung 7.27 zu betrachten ist. Der hohe Massenverlust wird durch die deutlich
ho¨here Anzahl gebildeter Tropfen begru¨ndet. Das maximale nullte Moment von F16
(Xdbp = 5, 1 · 10−4) liegt mehr als 5 Gro¨ßenordnungen u¨ber dem maximalen nullten
Momente von F11 (Xdbp = 2, 5 · 10−4). Der Massenverlust aus der Gasphase durch
Kondensation ist proportional zur Anzahl der Tropfen und liegt somit ebenfalls um
5 Gro¨ßenordnungen ho¨her (siehe Abschnitt 6.3). Der Vergleich der Daten von F5
mit dem Referenzfall F1 offenbart niedrigere Werte der Nukleationsrate des Falls F1.
Das unterschiedliche Verhalten kann durch die geringere Anzahl der Stu¨tzstellen in
den jeweiligen Dimensionen begru¨ndet werden (siehe Abschnitt 6.5).
Die Betrachtung der Sa¨ttigung und Nukleation u¨ber dem Radius bei z/D = 20
(siehe Abbildung 7.25(b)) zeigt fu¨r die Sa¨ttigung ein sehr schwaches lokales Mi-
nimum auf der Jetachse. Die Nukleationswerte haben fu¨r alle Massenbru¨che ihren
Maximalwert auf der Jetachse. Der Referenzfall zeigt jedoch ein schwaches lokales
Minimum auf der Jetachse. Die Unterschiede der Nukleationsraten betragen bis zu
fu¨nf Gro¨ßenordnungen. Der Vergleich mit der Nukleationsrate des Referenzfalls F1
offenbart eine unterschiedliche ra¨umliche Verteilung der Tropfenbildung, welche sich
durch ein schwaches lokales Minimum auf der Jetachse bemerkbar macht.
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Abbildung 7.25: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene Xdbp entlang der
Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20
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In den Abbildungen 7.26(a) und 7.26(b) sind die Kondensationsraten der 1. und
25. Sektion der Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r die unterschiedlichen Massenbru¨che
entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20 aufgetragen. Es ist deutlich
zu erkennen, dass die Wachstumsraten mit steigender DBP-Konzentration anwach-
sen. Die Kurven schneiden sich nicht und ho¨here DBP-Konzentrationen fu¨hren stets
zu schnellerem Tropfenwachstum. Der ra¨umliche Verlauf der Wachstumsraten ist fu¨r
alle DBP-Konzentrationen sehr a¨hnlich. Entlang der Jetachse verschiebt sich das
Maximum der Wachstumsrate von z/D = 17 mit steigender DBP-Konzentration
stromauf und die Wachstumsrate der ho¨chsten DBP-Konzentration findet ihr Ma-
ximum bei z/D = 14, 5. Die Betrachtung des radialen Verlaufs der Wachstumsraten
bei z/D = 20 zeigt ein Maximum auf der Jetachse. Der Vergleich der Kondensa-
tionsrate der ersten Sektion des Falls F5 mit dem Referenzfall F1 offenbart ein
fru¨heres Ansteigen der Kondensationsrate mit einem ho¨heren Maximalwert ent-
lang der Jetachse. Auch der radiale Verlauf offenbart ein leicht unterschiedliches
ra¨umliches Verhalten. Die unterschiedlichen Werte der Kondensationsrate der ers-
ten Sektion der Gro¨ßenverteilungsfunktion ko¨nnen aufgrund der ho¨heren Anzahl
der Stu¨tzstellen dennoch zu einer a¨hnlichen Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨hren (sie-
he Abbildung 7.29).
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(b) Kondensationsraten der 1. und 25. Sektion u¨ber r/D bei
z/D = 20
Abbildung 7.26: Kondensationsraten der 1. und 25. Sektion fu¨r verschiedene Xdbp
entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 20
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In Abbildung 7.27 ist die Abweichung der normierten DBP-Konzentration vom
Mischungsbruch entlang der Jetachse aufgetragen. Die prozentual ausgefallene Mas-
se steigt stark mit der DBP-Konzentration an. Die ausgefallene Masse betra¨gt am
Ende der Rechendomain 0,1%, 0,9%, 11% und 34% fu¨r die Molenbru¨che Xdbp =
2, 5 · 10−4, 3, 6 · 10−4, 4, 5 · 10−4, 5, 1 · 10−4. Wie bereits diskutiert, steigen die Nu-
kleationsrate sowie die Kondensationsrate mit der DBP-Konzentration stark an. Die
kondensierte Masse ist proportional zur Kondensationsrate und Anzahl der Trop-
fen. Daher fa¨llt bei ho¨herer DBP-Konzentration im Jet wa¨hrend des Abku¨hlvorgangs
deutlich mehr Masse aus. Der Abfall der urspru¨nglich ho¨heren Nukleationsraten so-
wie der Sa¨ttigung unter die Werte aus Rechnungen mit urspru¨nglich niedrigerer
DBP-Konzentrationen (siehe Abbildung 7.25(a)) ru¨hrt von diesem Zusammenhang
her.
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Abbildung 7.27: Prozentuale Abweichung des normierten Massenbruchs YDBP vom
Mischungsbruch Z entlang der Jetachse fu¨r verschiedene Xdbp ent-
lang der Jetachse
In Abbildung 7.28 ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion fu¨r verschiedene DBP-
Konzentrationen gezeigt. Da die Resultate aus den Rechnungen mit unter-
schiedlichen DBP-Konzentrationen mehrere Gro¨ßenordnungen umfassen, wurde zur
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Darstellung dN/dlog(dp) gewa¨hlt. Die Zahl der Tropfen steigt mit der DBP-
Konzentration. Zudem entstehen mehr große Tropfen, das Maximum der Ver-
teilung verschiebt sich zu ho¨heren Durchmessern. In Abbildung 7.29 sind die
Gro¨ßenverteilungsfunktionen an der Stelle z/D = 20 fu¨r ausgewa¨hlte Massenbru¨che
des DBP aus den aktuellen Simulationen sowie die experimentell ermittelten Da-
ten von [69] zu betrachten. Die Daten von [69] zeigen nur fu¨r den Fall 3, 7 · 10−4
ein eindeutig bimodales Verhalten. Die anderen experimentellen Ergebnisse weisen
dieses Verhalten nicht auf, ebensowenig wie die Simulationsergebnisse. Wa¨hrend
die Simulationsergebnisse einen klaren Trend zeigen und die Tropfendichten aus
Rechnungen mit ho¨heren Massenbru¨chen des DBP stets u¨ber den Ergebnissen aus
Rechnungen mit niedrigeren Massenbru¨chen liegen, ist dies bei den experimentellen
Ergebnissen nicht der Fall. Fu¨r Xdbp = 2, 5 · 10−4 verlaufen experimentelle Daten
und Simulationsergebnisse fu¨r dp > 0, 1µm nahezu parallel. Die Simulationsergeb-
nisse aus Rechnungen mit ho¨heren Massenbru¨chen zeigen im Bereich dp < 1µm
deutlich ho¨here Tropfendichten als die experimentellen Ergebnisse. Erneut sei aber
auf die unterschiedlichen Geschwindigkeitsprofile hingewiesen. Die experimentellen
Daten weisen keinerlei Tropfen mit Durchmessern kleiner 0,01 µm auf. Dies ko¨nnte
durch den nicht vollsta¨ndig unterdru¨ckten Kondensationsprozess in der Absaug-
vorrichtung oder durch eine zu geringe Sensitivita¨t der Messapparaturen bezu¨glich
kleinster Tropfen zu begru¨nden sein [149]. Der Vergleich der Daten des Falls F5 mit
dem Referenzfall F1 zeigt eine sehr a¨hnliche Tropfenverteilungsfunktion.
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Abbildung 7.28: Gro¨ßenverteilungsfunktion dN/dlog(dp) fu¨r verschiedene Xdbp u¨ber
dem Durchmesser bei z/D = 20
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Abbildung 7.29: Gro¨ßenverteilungsfunktion dN/dlog(dp) fu¨r ausgewa¨hlte Xdbp u¨ber
dem Durchmesser aus dieser Arbeit und [69] bei z/D = 20
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In Abbildung 7.30 ist das nullte Moment fu¨r verschiedene DBP-Konzentrationen
entlang der Jetachse aufgetragen. Wie aus der Betrachtung der Nukleationsraten zu
erwarten, unterscheidet sich m0 fu¨r die unterschiedlichen DBP-Konzentrationen um
mehrere Gro¨ßenordnungen. Die Form der Kurven und das relative Verhalten fu¨r un-
terschiedliche DBP-Konzentrationen entspricht dem bereits diskutierten Verhalten
der Nukleationsraten. Der Vergleich der Daten des Falls F5 mit dem Referenzfall F1
zeigt ein unterschiedliches ra¨umliches Verhalten der Tropfendichte. Dies la¨sst sich
durch die unterschiedlichen Auflo¨sungen des Lagrangen- und kartesischen Raumes
erkla¨ren welche den konvektiven und diffusiven Transport beinflussen.
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Abbildung 7.30: m0 entlang der Jetachse fu¨r verschiedene Xdbp
In Abbildung 7.31(a) ist das nullte Moment bei z/D = 20 fu¨r verschiedene DBP-
Konzentrationen aufgetragen. Zusa¨tzlich sind Daten von [41] und [69] eingezeich-
net. Alle Datensa¨tze zeigen einen exponentiellen Anstieg des nullten Momentes mit
der DBP-Konzentration. Der Verlauf der Kurven von [41] und den Simulationser-
gebnissen dieser Arbeit ist nahezu parallel. Die Ergebnisse von [69] finden sich in
a¨hnlichen Wertebereichen wieder, wie die der durchgefu¨hrten Simulationen. Diese
U¨bereinstimmung ist aber aufgrund der unterschiedlichen Geschwindigkeitsprofile
(siehe Abschnitt 6.2) von geringer Aussagekraft bezu¨glich der Gu¨te der Simulatio-
nen oder Experimente. Der Vergleich der Daten des Falls F5 mit dem Referenzfall
F1 zeigt ein nahezu identisches nulltes Moment.
In Abbildung 7.31(b) ist der AGD bei z/D = 20 fu¨r verschiedene DBP-
Konzentrationen aufgetragen. Die Ergebnisse von [69] weisen ebenfalls eine
na¨herungsweise lineare Abha¨ngigkeit des AGD von der DBP-Konzentration auf.
Die Steigung ist nahezu identisch, was auf eine physikalisch korrekte Umsetzung
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des LES-PDF-MC-Partikel-Konzepts hindeutet. Wie in Abbildung 7.28 zu erkennen
ist, fu¨hren die durchgefu¨hrten Simulationen zu deutlich mehr kleineren Partikeln
als die experimentellen Ergebnissen nahelegen. Die experimentellen Daten weisen
jedoch keinerlei Tropfen mit Durchmessern kleiner 0,01 µm auf. Dies ko¨nnte durch
den nicht vollsta¨ndig unterdru¨ckten Kondensationsprozess in der Absaugvorrich-
tung oder durch eine zu geringe Sensitivita¨t der Messapparaturen bezu¨glich kleins-
ter Partikel zu begru¨nden sein [149]. Dies ko¨nnte den durchweg ho¨heren AGD aus
den Experimenten von [69] erkla¨ren. Auffa¨llig ist auch die deutlich ho¨here Streuung
der experimentellen Daten des AGD im Vergleich zu denen des nullten Moments,
was die Gu¨te der Messungen der Tropfengro¨ße fraglich erscheinen la¨sst. Der Ver-
gleich der Daten des Falls F5 mit dem Referenzfall F1 zeigt abermals eine gute
U¨bereinstimmung.
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(b) Anzahlgemittelter Durchmesser u¨ber Xdbp bei z/D = 20
Abbildung 7.31: m0 und Anzahlgemittelter Durchmesser u¨ber Xdbp, Simulationen
dieser Arbeit, aus [41] und experimentelle Ergebnisse aus [69]
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In Abbildung 7.32 ist L43 =
m4
m3
u¨ber Xdbp bei z/D = 20 aufgetragen. Zusa¨tzlich zu
Ergebnissen dieser Arbeit sind die Daten von [149] zu betrachten. Beide Datensa¨tze
zeigen einen linearen Anstieg von L43 mit der DBP-Konzentration. Die Daten von
[149] steigen von L43 = 0, 16µm bis L43 = 0, 24µm. Die Daten dieser Arbeit steigen
von L43 = 0, 02µm bis L43 = 0, 03µm. Die Steigungen der Ergebnisse von [149]
ist leicht ho¨her als die der Daten dieser Arbeit. Der Referenzfall F1 liefert einen
vergleichbaren Wert wie der Fall F5. Erneut sei aber auch an dieser Stelle auf die
unterschiedlichen Geschwindigkeitsfelder hingewiesen.
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Abbildung 7.32: L43 u¨ber Xdbp bei z/D = 20, Ergebnisse dieser Arbeit und von [149]
Der Vergleich der aktuellen Simulationsergebnisse mit den experimentellen Da-
ten von [69] zeigt ein u¨bereinstimmendes Verhalten des nullten Momentes und
des AGD bei Variation der DBP-Konzentration. Die qualitativen Abweichungen
ko¨nnen durch das unterschiedliche Geschwindigkeitsfeld sowie experimentelle Un-
sicherheiten begru¨ndet werden. Insbesondere die fragliche Unterdru¨ckung des Pha-
senu¨bergangs bei der Extraktion des Fluides sowie die hohe Streuung der Messwerte
mindern die Aussagekraft der experimentellen Daten. Dies gilt insbesondere fu¨r die
Gro¨ßenverteilungsfunktion der Tropfen, welche im Experiment nur fu¨r einige Kon-
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zentrationen des DBP ein bimodales Verhalten aufweisen, welches weder in den
aktuellen Simulationen noch bei anderen numerischen Arbeiten beobachtet wurde.
Die lineare Abha¨ngigkeit des nullten Moments bei Variation der DBP-
Konzentration ist im Einklang mit den Simulationsergebnissen von [41]. Ebenso
zeigt L43 ein identisches Verhalten bei Variation der DBP-Konzentration im Ver-
gleich mit den Simulationsdaten von [149]. Die quantitativen Unterschiede lassen
sich durch die unterschiedlichen Geschwindigkeitsfelder und verwendeten Model-
lierungen des Sa¨ttigungsdrucks, der Oberfla¨chenspannung und der Nukleationsrate
begru¨nden.
Das Verhalten der betrachteten charakteristischen Gro¨ßen steht im Einklang mit
den Ergebnissen von [69, 41, 149] und la¨sst auf die korrekte Umsetzung des LES-
PDF-Konzeptes mit MC-Partikeln im Rahmen dieser Arbeit schließen.
7.4 Mischungsmodelle
Fu¨r die Untersuchung der Eigenschaften und Auswirkungen der Mischungsmodelle
auf charakteristische Gro¨ßen werden die Fa¨lle F2 und F3 herangezogen (siehe Ta-
belle 6.3). Das verwendete LES-Netz hat 1 Million LES-Zellen und die MC-Partikel-
Kontrollparameter sind NMC,min = 5 und NMC,max = 10.
Wie bereits in Abschnitt 3.6 dargelegt, muss das turbulente Mischen der trans-
portierten Skalare modelliert werden. Aufgrund der nichtlinearen Abha¨ngigkeit der
Nukleationsrate von den zugrundeliegenden Gro¨ßen ist das Verhalten des Mischungs-
modells essenziell fu¨r die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (siehe
Abschnitt 3.2). Daher wird in diesem Abschnitt zuna¨chst der Einfluss der Vertei-
lungen des Mischungsbruchs an ausgewa¨hlten Positionen im Stro¨mungsfeld fu¨r das
IEM- und MCD-Mischungsmodell betrachtet. Bei der Betrachtung der Produkte
der Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Nukleationsrate und Kondensationsrate
werden B(Z) (s. Gleichung 3.17) und G(Z) (s. Gleichung 3.20) anhand des jeweili-
gen Mischungsbruchwertes direkt berechnet. Hierbei werden T und YDBP als linear
von Z abha¨ngig betrachtet. Anschließend werden die Simulationsergebnisse ausge-
wertet. Die Randbedingungen fu¨r den Mischungsbruch sind 0 im Hu¨llstrom und 1
im Jet. Eine bimodale Verteilung (0 und 1) wu¨rde bei einer LES-Simulation sta-
tistisch homogen verteilter Geschwindigkeits- und Skalarfelder fu¨r beide Modelle zu
einer Verteilung um den Mittelwert (0,5) relaxieren [93]. Das instationa¨re Verhal-
ten des Jets in dem sehr großen Reservoir an kalten Partikeln aus dem Hu¨llstrom
fu¨hrt jedoch zu einem anderen Verhalten. Aufgrund der nichtlinearen Abha¨ngigkeit
des homogenen Nukleationsprozesses und der Kondensation haben auch kleine Un-
terschiede in der Mischungsbruchverteilung große Auswirkungen auf die Raten der
homogenen Nukleation und Kondensation. Um das unterschiedliche Verhalten der
resultierenden Gro¨ßen bei Verwendung der Mischungsmodelle IEM und MCD zu
untersuchen, wurde die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z an vier Positionen
(z/D = 10, 20, 30, 60) entlang der Jetachse (r/D = 0) untersucht. Die Positionen
wurden so gewa¨hlt, dass das unterschiedliche Verhalten der Mischungsmodelle sich
bestmo¨glich herausarbeiten la¨sst. Der Mischungsbruchraum wurde in 100 diskre-
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te Werte unterteilt. Die Werte wurden u¨ber 0,05 Sekunden Simulationszeit erfasst
und sind mit mehr als 6 · 105 Realisierungen statistisch repra¨sentativ. Die ra¨umliche
Ausdehnung, in welcher die Statistiken erhoben wurden, umfassen r/D < 0, 5 und
∆z = 0, 01D und φ = 360◦. In den Abbildungen 7.33, 7.34, 7.35 und 7.36 sind die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z sowie die Multiplikation selbiger mit B(Z)
und G(Z) an den Positionen z/D = 10, 20, 30, 60 dargestellt.
Die Betrachtung der Abbildung 7.33 legt das sta¨rker bimodale Verhalten des
IEM-Mischungsmodells offen. Bei z/D = 10 hat das IEM-Mischungsmodell die ur-
spru¨nglich bimodale Verteilung zu verbreiterten Verteilungen gemischt, deren Ma-
ximalwerte zum Mittelwert wandern. Der Wertebereich zwischen den Verteilungs-
maxima wird beim IEM-Modell nur schwach besetzt (siehe Abbildung 7.33(a))
fu¨r 0, 3 < Z < 0, 5). Das MCD-Mischungsmodell bildet einen deutlich sanfteren
U¨bergang zwischen den Verteilungsmaxima mit kleineren Maximalwerten. Die Po-
sitionen der Maxima sind fu¨r beide Mischungsmodelle bei z/D = 10 sehr a¨hnlich
gelegen. Da der Kondensationsprozess fast u¨ber den gesammten Mischungsbruch-
raum stattfindet bildet das Produkt WDF · G(Z) na¨herungsweise die Verteilungs-
funktion von Z ab. Durch die starke Lokalisierung der homogenen Nukleation im
Mischungsbruchraum ist dieser Prozess nur schwach von der Verteilungsfunktion des
Mischungsbruches beeinflusst. Bei z/D = 20 (siehe Abbildung 7.34(a)) haben sich
Tabelle 7.3: Integral der Kurven der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z mal
Nukleationsrate von Z sowie Kondensationsrate von Z
WDF (Z) ·B(Z) WDF (Z) ·G(Z)
z/D IEM MCD IEM MCD
10 1, 86 · 106 1, 39 · 106 6, 21 · 10−7 7, 35 · 10−7
20 2, 70 · 106 1, 99 · 106 4, 52 · 10−7 6, 10 · 10−7
30 2, 81 · 106 2, 76 · 106 3, 13 · 10−7 4, 49 · 10−7
60 7, 37 · 105 4, 13 · 106 1, 41 · 10−7 3, 32 · 10−7
die Maxima des IEM-Mischungsmodells weiter aufeinander zubewegt. Die PDF aus
der Rechnung mit dem MCD-Mischungsmodell weist bereits ein vereintes Maximum
auf. Der Vergleich der Nukleationsraten multipliziert mit der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion in den Abbildungen 7.33(b) und 7.34(b) zeigt deutlich ho¨here Werte
fu¨r das IEM-Mischungsmodell. Der Maximalwert liegt bei Z ≈ 0, 12. Mischungs-
bruchwerte fu¨r Z >> 0, 12 oder Z << 0, 12 spielen fu¨r die Nukleation keine
Rolle. Das Integral der Kurven von WDF · G(Z) und WDF · B(Z) ist in Tabel-
le 7.3 dargestellt und verdeutlicht die in den betrachteten Abbildungen gezeigten
Tendenzen. Aus der Abbildung 7.33(c) geht hervor, dass die Sensitivita¨t der Kon-
densationsrate bezu¨glich des Mischungsbruchs deutlich anderer Natur ist, als die
der Nukleation. Der gro¨ßte Anteil der Kondensation findet beim Maximalwert der
Z-Verteilung mit ho¨herem Mischungsbruch statt (Z ≈ 0, 7), welcher bei der Nuklea-
tion keine Rolle spielt. Die betrachteten Kondensationsraten, multipliziert mit der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z zeigen auch hohe Werte fu¨r die Bereiche
des Mischungsbruchs zwischen den Maxima der Verteilungsfunktion von Z. Die in
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Tabelle 7.3 dargestellte Integration (bzw. Summation u¨ber die diskretisierte Ver-
teilung) zeigt deutlich ho¨here Kondensationsraten fu¨r das MCD-Mischungsmodell.
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z bei z/D = 30 in Abbildung 7.35(a)
zeigt fu¨r das IEM-Modell noch ein zweites kleines Maximum bei Z = 0, 3. Das
gro¨ßere Maximum bei niederen Mischungsbruchwerten ist weiter angewachsen. Fu¨r
das IEM-Modell fu¨hrt dies erneut zu einer deutlich ho¨heren Nukleationsrate, die
Kondensation verha¨lt sich umgekehrt. Im Bereich um Z ≈ 0, 2 liefert PDF · G(Z)
aus dem MCD-Modell deutlich ho¨here Werte als das IEM-Modell. Die Summation
u¨ber die diskreten Werte kann Tabelle 7.3 entnommen werden. Bei z/D = 60 zeigt
Abbildung 7.36(a) eine sehr scharfe Spitze der Verteilung aus dem IEM-Modell.
Das MCD-Modell zeigt eine breitere Verteilung, deren Maximum bei einem ho¨heren
Wert im Mischungsbruchraum liegt. Die Abbildungen 7.36(b) und 7.36(c) sowie die
integrierten Daten der Tabelle 7.3 zeigen deutlich ho¨here Werte fu¨r die Nukleations-
und Kondensationsrate aus dem MCD-Mischungsmodell. Die großen Auswirkungen
der unterschiedlichen Verteilungsfunktionen des IEM- und MCD-Mischungsmodells
ru¨hren von der stark nichtlinearen Abha¨ngigkeit der homogenen Nukleationsrate
und der Kondensationsrate von den zugrunde liegenden Gro¨ßen her. Das beobach-
tete Mischungsverhalten des IEM- und MCD-Mischungsmodells stimmt mit den
Beobachtungen von [93] im Kern u¨berein und legt nahe, das MCD-Mischungsmodell
aufgrund des besseren Mischungsverhaltens fu¨r weitere Rechnungen zu benutzen.
Das IEM-Mischungsmodell fu¨hrt zu Beginn des Mischungsprozesses zuna¨chst zu
ho¨heren Nukleationsraten, da der Maximalwert der Verteilungsfunktion im unteren
Bereich des Mischungsbruchraums (Z ≈ 0, 12) fu¨r die Nukleationsrate maßgeblich
ist und sich die Maxima einander anna¨hern, ohne den Mischungsbruchraum zwi-
schen den Maxima nennenswert zu fu¨llen. Im spa¨teren Verlauf des Mischens fu¨hrt
die Verteilung des Mischungsbruchs jedoch zu ho¨heren Nukleationsraten fu¨r das
MCD-Mischungsmodell. Die Kondensationsraten sind an allen betrachteten Stellen
deutlich ho¨her fu¨r das MCD-Mischungsmodell. Dies ist durch die ho¨here Sensiti-
vita¨t der Kondensation fu¨r Mischungsbru¨che um Z = 0, 4 und die Bimodalita¨t der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion aus dem IEM-Mischungsmodell zu erkla¨ren. Der
exemplarisch entlang der Jetachse betrachtete Mischungsverlauf fu¨r das IEM- und
MCD-Mischungsmodell ist auch fu¨r andere Stromlinien, die ihren Ursprung in der
Du¨se haben, charakteristisch.
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Abbildung 7.33: WDF(Z), WDF(Z)*B(Z) und WDF(Z)*G(Z) bei z/D = 10 fu¨r
IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.34: WDF(Z), WDF(Z)*B(Z) und WDF(Z)*G(Z) bei z/D = 20 fu¨r
IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.35: WDF(Z), WDF(Z)*B(Z) und WDF(Z)*G(Z) bei z/D = 30 fu¨r
IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.36: WDF(Z), WDF(Z)*B(Z) und WDF(Z)*G(Z) bei z/D = 60 fu¨r
IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Im Folgenden werden zuna¨chst die Ergebnisse aus Simulationen mit dem IEM-
Mischungsmodell und MCD-Mischungsmodell gegenu¨bergestellt. Anschließen wird
auf das unterschiedliche Verhalten der vorhergegangenen Betrachtung der Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen und der nun analysierten Simulationsergebnisse ein-
gegangen.
In Abbildung 7.37 ist der Mischungsbruch entlang der Jetachse und u¨ber dem
Radius bei z/D = 20 unter Verwendung der untersuchten Mischungsmodelle so-
wie der LES-Rechnung zu betrachten. Nach dem Aufbrechen des Jets weisen
die Kurvenverla¨ufe des gemittelten Mischungsbruches aus der LES-Rechnung und
des MCD-Mischungsmodelles identische Verla¨ufe bis z/D = 3, 5 auf. Im Bereich
3 < z/D < 26 zeigt der Verlauf des Mischungsbruches unter Verwendung des IEM-
Mischungsmodells leicht niedrigere Mischungsbruchwerte als unter Verwendung des
MCD-Mischungsmodells. Fu¨r z/D < 30 ist der Verlauf des Mischungsbruches unter
Verwendung des MCD-Modells mit dem der LES identisch. Fu¨r z/D > 40 na¨hern
sich die Kurven der Mischungsbru¨che aus Simulationen mit unterschiedlichen Mi-
schungsmodellen an und sind fu¨r z/D > 50 nahezu identisch. Betrachtet man die
Verla¨ufe u¨ber dem Radius bei z/D = 20, so sind die Konturen aus der Rechnung
mit dem MCD-Mischungsmodell und der LES-Rechnung sehr a¨hnlich, unterscheiden
sich jedoch in der Amplitude. Die ho¨chsten Werte des Mischungsbruches sind auf
der Jetachse zu finden. Die Kurvenverla¨ufe gleichen sich fu¨r r/D = 4 stark an und
das IEM-Modell liefert fu¨r r/D > 5 leicht ho¨here Werte als das MCD-Modell.
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Abbildung 7.37: Mischungsbruch entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei
z/D = 20 fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell sowie aus der LES-
Rechnung
In Abbildung 7.38(a) ist zu betrachten, wie die Sa¨ttigung entlang der Jetachse
nach Aufbrechen des Jets fu¨r das IEM-Modell fru¨her und sta¨rker ansteigt als fu¨r
das MCD-Modell. Wa¨hrend die Sa¨ttigung aus dem MCD-Modell bei z/D ≈ 35
ein Maximum vom S ≈ 221 erreicht, so zeigt die Sa¨ttigung aus Rechnungen mit
dem IEM-Mischungsmodell einen Maximalwert von S ≈ 226 bei z/D ≈ 32. Die
Kurven der Sa¨ttigung verlaufen im Bereich 40 < z/D < 55 nahezu parallel und
schneiden sich bei z/D = 60. Die Sa¨ttigung aus der Rechnung mit dem IEM-
Modell weist am Ende des Rechengebietes einen Wert von S ≈ 112 auf, die aus
der Rechnung mit dem MCD-Modell einen Wert von S ≈ 89. Der Vergleich der Nu-
kleationsraten aus den Rechnungen mit unterschiedlichen Mischungsmodellen zeigt
einen simultanen steilen Anstieg im Bereich des aufbrechenden Jets. Die Nukleati-
onsrate aus der Rechnung mit dem IEM-Mischungsmodell beha¨lt die initiale hohe
Steigung etwas la¨nger bei und liegt im Bereich 5 < z/D < 20 u¨ber der Rate aus
dem MCD-Mischungsmodell. Im Bereich 25 < z/D < 60 liegt die Nukleationsrate
aus der Rechnung mit dem MCD-Mischungsmodell u¨ber der Rate aus der Rechnung
mit dem IEM-Mischungsmodell. Fu¨r z/D > 60 sind die Nukleationsraten aus den
Rechnungen mit unterschiedlichen Mischungsmodellen nahezu identisch.
Die u¨ber dem Radius aufgetragene Sa¨ttigung bei z/D = 20 in Abbildung
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7.38(b) verdeutlicht das ra¨umlich unterschiedliche Verhalten der Mischungsmodel-
le. Das MCD-Mischungsmodell liefert ein lokales Minimum auf der Jetachse fu¨r
die Sa¨ttigung. Das IEM-Mischungsmodell zeigt einen Kurvenverlauf der Sa¨ttigung
u¨ber dem Radius mit einem Maximum auf der Jetachse und deutlich ho¨heren Wer-
ten. Die Nukleationsraten weisen fu¨r beide Mischungsmodelle ein Maximum auf der
Jetachse auf. Die Kurven schneiden sich bei r/D ≈ ±0, 5. Fu¨r radiale Absta¨nde
gro¨ßer r/D > 0, 5 liefert das MCD-Mischungsmodell ho¨here Werte, fu¨r kleine-
re radiale Absta¨nde liegt die Nukleationsrate aus der Rechnung mit dem IEM-
Mischungsmodell u¨ber der aus der Rechnung mit dem MCD-Mischungsmodell.
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Abbildung 7.38: Sa¨ttigung und Nukleation fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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In Abbildung 7.39(a) ist die Kondensationsrate der 1. und 25. Sektion der
diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion aus Rechnungen mit beiden Mischungs-
modellen entlang der Jetachse (siehe Abbildung 7.39(a)) und u¨ber dem Radi-
us (siehe Abbildung 7.39(b)) aufgetragen. Der Vergleich der Kondensationsra-
ten zeigt einen steileren Anstieg unter Verwendung des MCD-Mischungsmodells.
Das MCD-Mischungsmodell fu¨hrt zu einem Maximalwert der Kondensationsra-
te bei z/D = 10. Das IEM-Mischungsmodell fu¨hrt zu einem Maximalwert bei
z/D = 15. Das Maximum der Kondensationsrate aus der Rechnung mit dem
MCD-Mischungsmodell erreicht 95% des Maximalwertes aus der Rechnung mit dem
IEM-Mischungsmodell, bezogen auf den Maximalwert des IEM-Mischungsmodells.
Der Vergleich der radialen Verla¨ufe der Wachstumsraten bei z/D = 20 zeigt ein
a¨hnliches ra¨umliches Verhalten. Beide Mischungsmodelle liefern ein Maximum der
Wachstumsrate auf der Jetachse. Die Wachstumsrate aus der Rechnung mit dem
IEM-Mischungsmodell liegt um ≈ 38% u¨ber der Wachstumsrate aus der Rechnung
mit dem MCD-Mischungsmodell, bezogen auf die Werte aus der Rechnung mit dem
IEM-Mischungsmodell.
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Abbildung 7.39: Kondensationsrate fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Vergleicht man das nullte Moment der gesamten Rechendomain, so erha¨lt man
aus Rechnungen mit dem MCD-Mischungsmodell (m0 = 4, 290405 ·108) eine 3,2 mal
ho¨here Tropfendichte als aus der Rechnung mit dem IEM-Modell (m0 = 1, 332645 ·
108). Die Betrachtung des nullten Momentes entlang der Jetachse in Abbildung
7.40(a) zeigt fu¨r das IEM-Modell im Bereich z/D < 25 eine ho¨here Tropfendichte als
aus der Simulation mit dem MCD-Modell. Die Kurven schneiden sich bei z/D = 25
und das MCD-Modell liefert fortan eine ho¨here Tropfendichte. In Abbildung 7.40(b)
ist die Gro¨ßenverteilungsfunktion bei z/D = 20 zu betrachten. Wa¨hrend das IEM-
Modell bei z/D = 20 mehr und gro¨ßere Tropfen als das MCD-Modell vorhersagt,
so a¨ndert sich der Trend bei Betrachtung der Gro¨ßenverteilungsfunktion aus dem
gesamten Rechengebiet (s. Abbildung 7.41). Bei z/D = 20 liegt das Maximum
der Gro¨ßenverteilungsfunktion der Tropfen fu¨r die Rechnung unter Verwendung des
IEM-Modells bei d ≈ 0, 046µm, fu¨r das MCD-Modell bei d ≈ 0, 02µm. Fu¨r die
Gro¨ßenverteilungsfunktion aus der gesamten Rechendomain liegen die Maxima bei
d ≈ 0, 25µm und d ≈ 0, 12µm fu¨r das IEM- und MCD-Mischungsmodell.
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Abbildung 7.40: Tropfendichte und nulltes Moment fu¨r IEM- und MCD-
Mischungsmodell
Kapitel 7: Ergebnisse – Referenzfall und Aspekte der Modellierung 149
 0
 5e+06
 1e+07
 1.5e+07
 2e+07
 2.5e+07
 3e+07
 3.5e+07
 4e+07
 4.5e+07
 0.001  0.01  0.1  1  10
T
ro
p
fe
n
d
ic
h
te
 [
m
-3
]
Durchmesser [µm]
Mischungsmodell
IEM MCD
Abbildung 7.41: Partikelgro¨ßenverteilung der gesamten Rechendomain fu¨r IEM- und
MCD-Mischungsmodell
Abschließend seien noch verschiedene Zusammenha¨nge der betrachteten Daten
ero¨rtert. Betrachtet man den zeitlich gemittelten, ra¨umlich gefilterten Verlauf von
B(Z) entlang der Jetachse in Abbildung 7.38, so ist augenscheinlich dass die-
ser nicht dem analytischen Verlauf von B(Z) (entsprechend Abbildung 3.3) unter
Beru¨cksichtigung der ra¨umlichen Verteilung von Z entlang der Jetachse (siehe Ab-
bildung 7.37) entspricht. Dieser Zusammenhang wurde in Abschnitt 7.2 ero¨rtert.
Die Unterschiede abha¨ngiger Gro¨ßen wie B(Z) bei identischen gefilterten und zeit-
lich gemittelten Z-Werten unter Verwendung des MCD-Modells und IEM-Modells
fußen auf den in diesem Abschnitt betrachteten Verteilungsfunktionen im Z-Raum.
Betrachtet man das Verha¨ltnis der Integrale der Kurven der diskretisierten
WDP (Z) · G(Z) oder WDP (Z) · B(Z) (siehe Tabelle 7.3), so ergeben sich Un-
terschiede im Vergleich zu den Verha¨ltnissen der gefilterten und zeitlich gemittelten
Verla¨ufe der Kondensationsrate und der Nukleationsrate an identischen Absta¨nden
von der Du¨se (siehe Abbildung 7.39(a) und 7.38(a)). Nach Gleichung 2.15 ist eine
U¨bereinstimmung zu erwarten. Zum einen ist diese Diskrepanz durch die unter-
schiedliche ra¨umliche Verteilung der zugrunde liegenden Skalare zu begru¨nden. Die-
se ra¨umlichen Unterschiede ko¨nnen in Abbildung 7.37 betrachtet werden. Zusa¨tzlich
zu den unterschiedlichen Verteilungen des Mischungsbruchs im Raum ist die Abwei-
chung der Temperatur und des Massenbruches des DBP fu¨r weitere Unterschiede
verantwortlich. Die Abweichung von YDBP und T von der linearen Abha¨ngigkeit
von Z aufgrund der Transitionseffekte wurde in Abschnitt 6.3 ero¨rtert. Zudem ist zu
beachten, dass die WDF an den Stellen z/D = 10, 20, 30, 60 u¨ber ±0, 5D in radialer
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Richtung erhoben wurde und mehr Information beru¨cksichtigt als die Ratenverla¨ufe
entlang der Jetachse. Aufgrund dieser Effekte ko¨nnen die axialen Verla¨ufe der Nu-
kleation (siehe Abbildung 7.38(a)) und Kondensation (siehe Abbildung 7.39(a))
nicht vollsta¨ndig mit der nachfolgenden Betrachtung erkla¨rt werden. Dennoch tra-
gen die Betrachtungen zu einem erweiterten Versta¨ndnis der multidimensionalen
Zusammenha¨nge bei.
Ein großer Einfluss ist auch der Gewichtsverteilung der MC-Partikel zuzuschrei-
ben. Wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, transportieren schwere MC-Partikel vor-
wiegend niedere Massenbru¨che und leichte MC-Partikel hohe Massenbru¨che (Zh = 0,
Zjet = 1). Die in den Abbildungen 7.42(a), 7.43(a) , 7.44(a) und 7.45(a) dargestellte
normierte Gewichtsverteilung u¨ber dem Mischungsbruch zeigt deutliche Unterschie-
de aus den Rechnungen der verwendeten Mischungsmodelle. Die unterschiedlichen
Verteilungen ru¨hren hierbei von der Verteilung der Skalare auf den MC-Partikeln
bei identischer Gewichtsverteilung im Raum. Abermals ist die Tendenz des IEM-
Mischungsmodells zu erkennen, die urspru¨nglichen Verteilungsfunktionen als solche
zu erhalten und aufeinander zu wandern zu lassen. Es sind an allen betrachteten
Stellen zwei Extrema der Verteilung zu erkennen, der Bereich dazwischen ist nur
schwach besetzt. Die Eigenschaft des MCD-Mischungsmodells, eine gaussfo¨rmige
Verteilung herzustellen, fu¨hrt dazu, dass sich das lokale Maximum bei hohen Z-
Werten, welches bei z/D = 10 noch sichtbar ist, weiter stromab mit dem Ma-
ximum aus dem Hu¨llstrom vereint hat. Aufgrund der viel ho¨heren Zahl der MC-
Partikel aus dem Hu¨llstrom haben die Verteilungen w(Z) einen Maximalwert bei
Z ≈ 0, welcher in den Darstellungen abgeschnitten wurde um die Verteilung fu¨r
ho¨here Z-Werte hervorzuheben. Die Ausschnitte sind jedoch so gewa¨hlt, dass die
Kreuzungspunkte der Verteilungen bei kleinen Mischungsbru¨chen aus den Simula-
tionen mit unterschiedlichen Mischungsmodellen sichtbar sind. Zur Berechnung der
gefilterten LES-Zell-Werte einer Gro¨ße wird nach Gleichung 4.2 das Gewicht der
MC-Partikel beru¨cksichtigt. Um den Einfluss der Gewichtsverteilung abscha¨tzen zu
ko¨nnen, ko¨nnen die Produkte WDF ·B(Z)·w(Z) und WDF ·G(Z)·w(Z) betrachtet
werden. Durch die unterschiedliche Sensitivita¨t der Kondensation und homogenen
Nukleation u¨ber die Bereiche des Mischungsbruches haben die Gewichtsverteilungen
unterschiedliche Auswirkungen.
In Abbildung 7.42 sind die normierte Gewichtsverteilung w(Z), WDF · w(Z),
WDF · B(Z), WDF · G(Z), WDF · B(Z) · w(Z) und WDF · G(Z) · w(Z) bei
z/D = 10 fu¨r das IEM-Mischungsmodell und MCD-Mischungsmodell dargestellt.
Bei z/D = 10 betragen die Werte des Mischungsbruches auf der Jetachse Z = 0, 274
fu¨r das IEM-Modell und Z = 0, 322 fu¨r das MCD-Modell. Die Gewichtsverteilung in
Abbildung 7.42(a) spiegelt die bereits diskutierten Eigenschaften der Mischungsmo-
delle wieder. Das IEM-Modell zeigt eine Verteilung mit zwei lokalen Maxima. Die
Verteilung aus der Simulation mit dem MCD-Modell zeigt eine Besetzung der Ge-
wichtsverteilung fu¨r mittlere Z-Werte, welche im IEM-Modell nicht zu beobachten
ist. Der Vergleich der WDF in Abbildung 7.42(a) mit WDF · w(Z) in Abbildung
7.42(b) zeigt eine starke Verschiebung der Verteilungen. Der Bereich der WDF mit
niedrigeren Z-Werten erha¨lt einen deutlich gro¨ßeren Einfluss. Die Beru¨cksichtigung
der Gewichtsverteilung hat einen geringen Einfluss auf den Nukleationsprozess (ver-
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gleiche Abbildungen 7.42(c) und 7.42(e)). Der Kondensationsprozess ist durch die
Beru¨cksichtigung der Gewichte sta¨rker betroffen (vergleiche Abbildungen 7.42(d)
und 7.42(f)). Der Bereich mittlerer Z-Werte, welcher beim MCD-Mischungsmodell
besetzt ist, wird im Einfluss stark abgeschwa¨cht. Die Verha¨ltnisse der betrachteten
Prozesse bleiben gleich. Auch nach Beru¨cksichtigung der Gewichtsverteilung liefert
das IEM-Modell ho¨here Werte.
Die Betrachtung der Gewichtsverteilung an der Stelle z/D = 20 in Abbildung
7.43(a) zeigt fu¨r das IEM-Modell abermals zwei Extrema. Bei z/D = 20 betragen
die Werte des Mischungsbruches auf der Jetachse Z = 0, 128 fu¨r das IEM-Modell
und Z = 0, 166 fu¨r das MCD-Modell. Die Verteilungsfunktion in Abbildung 7.43(a)
aus der Simulation mit dem MCD-Mischungsmodell deutet bereits ein Maximum
bei niedrigen Z-Werten an. Das Produkt der Verteilungsfunktion mit WDF · B(Z)
in Abbildung 7.43(e) zeigt eine Verschiebung der Maximalwerte. Fu¨r das MCD-
Modell hat sich der Maximalwert im Mischungsbruchraum zu ho¨heren Werten ver-
schoben. Beim IEM-Modell hat sich des Maximum zu niedrigeren Z-Werten verscho-
ben. Durch die Beru¨cksichtigung der Gewichte hat sich das Verha¨ltnis umgekehrt
und das MCD-Modell liefert ho¨here Werte. Betrachtet man den Effekt auf den Pro-
zess der Kondensation in den Abbildungen 7.43(d) und 7.43(f), so spielt der Bereich
fu¨r Z > 0, 3 nur noch eine untergeordnete Rolle und die Bereiche mit Z < 0, 3
fallen versta¨rkt ins Gewicht. Der Vergleich mit den u¨ber dem Mischungsbruchraum
gebildeten Integralen der Kurvenverla¨ufe in Tabelle 7.4 verdeutlicht dies.
Weiter stromab, bei z/D = 30 (siehe Abbildung 7.44) ko¨nnen die gleichen Be-
obachtungen wie bei z/D = 20 gemacht werden. Die Werte des Mischungsbruches
auf der Jetachse betragen Z = 0, 073 fu¨r das IEM-Modell und Z = 0, 100 fu¨r das
MCD-Modell. Durch die weitere Verschiebung der Gewichtsverteilung (siehe Abbil-
dung 7.44(a)) hin zu kleineren Z-Werten versta¨rken sich jedoch die Effekte. Dies
stellt Tabelle 7.4 in Zahlen dar.
Betrachtet man die Effekte bei z/D = 60 in Abbildung 7.45, so stellt man fest,
dass die Verschiebung der Gewichtsverteilung zu sehr kleinen Werten im Mischungs-
bruchraum die Verha¨ltnisse der Kondensation umkehrt (vergleiche Abbildungen
7.45(d) und 7.45(f)) . Die Werte des Mischungsbruches auf der Jetachse betragen
Z = 0, 017 fu¨r das IEM-Modell und Z = 0, 022 fu¨r das MCD-Modell. Das IEM-
Modell liefert ho¨here Werte fu¨r den Kondensationsprozess als das MCD-Modell.
Das MCD-Modell liefert weiterhin ho¨here Werte fu¨r den Nukleationsprozess unter
Beru¨cksichtigung der Gewichtsverteilung (siehe Abbildung 7.45(e)), jedoch sind die
Unterschiede geringer geworden.
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Tabelle 7.4: Integral der Kurven der normierten Gewichtsverteilung von Z · WDF
von Z · Nukleationsrate von Z sowie der normierten Gewichtsverteilung
von Z · WDF von Z · Kondensationsrate von Z
WDF (Z) ·B(Z) · w(Z) WDF (Z) ·G(Z) · w(Z)
z/D IEM MCD IEM MCD
10 2, 46 · 104 1, 76 · 104 4, 43 · 10−13 3, 80 · 10−13
20 6, 40 · 104 9, 33 · 104 1, 06 · 10−12 1, 27 · 10−12
30 4, 93 · 104 1, 64 · 105 1, 15 · 10−12 1, 75 · 10−12
60 5, 63 · 103 7, 96 · 103 9, 51 · 10−13 4, 35 · 10−13
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Abbildung 7.42: Normierte Gewichtsverteilung w(Z), WDF · w(Z), WDF · B(Z),
WDF · G(Z), WDF · B(Z) · w(Z) und WDF · G(Z) · w(Z) bei
z/D = 10 fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.43: Normierte Gewichtsverteilung w(Z), WDF · w(Z), WDF · B(Z),
WDF · G(Z), WDF · B(Z) · w(Z) und WDF · G(Z) · w(Z) bei
z/D = 20 fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.44: Normierte Gewichtsverteilung w(Z), WDF · w(Z), WDF · B(Z),
WDF · G(Z), WDF · B(Z) · w(Z) und WDF · G(Z) · w(Z) bei
z/D = 30 fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Abbildung 7.45: Normierte Gewichtsverteilung w(Z), WDF · w(Z), WDF · B(Z),
WDF · G(Z), WDF · B(Z) · w(Z) und WDF · G(Z) · w(Z) bei
z/D = 60 fu¨r IEM- und MCD-Mischungsmodell
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Die Betrachtung zeigt, dass der Einfluss der Gewichte der Infomationstra¨ger eine
signifikante Rolle spielt. Die Gewichtsverteilungen spiegeln die Eigenschaften der
Mischungsmodelle wieder, verschieben jedoch die Schwerpunkte der WDF zu nied-
rigeren Massenbru¨chen. Diese Verschiebung ist auch der besonderen Gewichtsvertei-
lung der MC-Partikel durch die Eigenschaften der Randbedingungen in Kombinati-
on mit der gewu¨nschten Besetzungszahl der LES-Zellen geschuldet. Der Einfluss auf
die betrachteten Prozesse ist von der Sensitivita¨t im Mischungsbruchraum abha¨ngig
und hat besonderen Einfluss auf den Wachstumsprozess der Tropfen durch Kon-
densation. Die Untersuchungen dieses Abschnittes zeigen auch die Wichtigkeit der
Modellierung des turbulenten Mischens, welche großen Einfluss auf die Skalarver-
teilungen hat. Die Unterschiede in der Skalarverteilung wirken sich stark auf die
betrachteten Prozesse der Kondensation und homogenen Nukleation aus und fu¨hren
zu deutlichen Unterschieden in der Gro¨ßenverteilungsfunktion der Tropfen.
7.5 Einfluss der Oberfla¨chenspannung
Um den Einfluss der Oberfla¨chenspannung σ zu untersuchen wurden Rechnungen
mit den modifizierten Oberfla¨chenspannungen nach Mastorakos [41] σMi (siehe Ab-
schnitt 3.3) durchgefu¨hrt. Hierfu¨r wurde das LES-Netz mit 0,5 Millionen LES-Zellen
und NMC,min = 5, NMC,max = 10 verwendet. Die verwendeten Fa¨lle sind mit den
Ku¨rzeln F5, F18, F19 und F20 bezeichnet. Eine U¨bersicht der wichtigsten Eigen-
schaften findet sich in Tabelle 6.1.
In Abbildung 7.46(a) ist die Sa¨ttigung entlang der Jetachse aufgetragen. Der Ver-
lauf unter Verwendung der modifizierten Oberfla¨chenspannungen σMi unterscheidet
sich deutlich von dem unter Verwendung von σ. Die Sa¨ttigungen aus Rechnungen
mit modifizierter Oberfla¨chenspannung haben ein Maximum bei z/D ≈ 8 und fal-
len im weiteren Verlauf stark ab. Die Sa¨ttigung aus der Rechnung mit σ hat ein
Maximum bei z/D ≈ 45 und fa¨llt zum Ende des Rechengebietes leicht ab. Der Ma-
ximalwert a¨ndert sich durch die Modifizierung der Oberfla¨chenspannung stark und
fu¨hrt zu ≈ 50% niedrigeren Werten. Die Erkla¨rung ist in der stark erho¨hten Nu-
kleationsrate zu finden. Durch die niedrigere Oberfla¨chenspannung erho¨ht sich die
Nukleationsrate um mehr als 5 Gro¨ßenordnungen. Dies ist in Abbildung 7.46(b) zu
erkennen (siehe auch Abschnitt 3.3). Es ist die Nukleationsrate fu¨r die verschiede-
nen Oberfla¨chenspannungen entlang der Jetachse aufgetragen. Unter Verwendung
der niedrigeren Oberfla¨chenspannung zeigt sich ein ausgepra¨gtes Maximum der Nu-
kleationsrate bei z/D ≈ 5. Im Gegensatz zur Kurve unter Verwendung von σ, welche
nur langsam zum Ende des Rechengebietes wieder absinkt, fallen die Werte der an-
deren Kurven stark ab. Die unstetige Form der Kurven ist durch die noch ho¨here
Sensitivita¨t der Nukleationsrate von den zugrunde liegenden Skalaren zu erkla¨ren.
Die Rechnungen wurden bereits mit deutlich kleinerer Zeitschrittweite berechnet,
was eine Verbesserung der Ergebnisse gegenu¨ber den Standardeinstellungen bewirk-
te, jedoch keine vollsta¨ndige Gla¨ttung der Kurven. Eine weitere Gla¨ttung der Kurven
kann durch la¨ngere Mittelungszeit, mehr MC-Partikel pro LES-Zelle oder kleinere
Zeitschrittweiten erreicht werden. Da jedoch keine neuen Erkenntnisse zu erwar-
158 Kapitel 7: Ergebnisse – Referenzfall und Aspekte der Modellierung
ten sind, wurde vom Einsatz weiterer Ressourcen fu¨r diese Rechnungen abgesehen.
Die stark ausgepra¨gten Maxima der Sa¨ttigung und Nukleationsrate unter Verwen-
dung von σMi lassen sich durch die Betrachtung von Abbildung 7.47 erkla¨ren. Es
ist die Abweichung des normierten Massenbruches von DBP vom Mischungsbruch
entlang der Jetachse dargestellt. Es ist augenscheinlich, dass mit sinkender Ober-
fla¨chenspannung deutlich mehr Masse aus der Gasphase ausfa¨llt. Dies ist durch
die ho¨here Nukleationsrate und die damit verbundene gro¨ßere Anzahl an Tropfen
zu erkla¨ren. Zuna¨chst fa¨llt mehr Masse durch Nukleation aus der Gasphase aus,
daher stehen mehr Tropfen zur Kondensation zur Verfu¨gung und es geht deutlich
mehr DBP in den flu¨ssigen Zustand u¨ber. Die Rechnungen mit den modifizierten
Oberfla¨chenspannungen fu¨hren zum nahezu vollsta¨ndigen Verlust des DBP aus der
Gasphase (≈ 98%). Die Verwendung von σ fu¨hrt zu ≈ 25% kondensierter Masse. In
Abbildung 7.46(b) sind die Sa¨ttigung und Nukleationsrate u¨ber dem Radius aufge-
tragen. Die Sa¨ttigung aus der Rechnung mit σ zeigt ein lokales Minimum auf der
Jetachse. Die Sa¨ttigungen aus Rechnungen mit σMi weisen deutlich niedrigere Wer-
te auf und haben ein Maximum auf der Jetachse. Das Verhalten von B ist analog,
die leicht niedrigeren Werte der Nukleationsraten aus der Rechnung mit σ auf der
Jetachse sind aufgrund der logarithmischen Darstellungen jedoch nicht augenschein-
lich.
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Abbildung 7.46: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene σ entlang der Je-
tachse und u¨ber dem Radius
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Kapitel 7: Ergebnisse – Referenzfall und Aspekte der Modellierung 161
Die Berechnung der Kondensationsrate nach Gleichung 3.20 geschieht ohne die
Oberfla¨chenspannung. Wie in Abbildung 7.48(a) dargestellt sind die Kurvenverla¨ufe
fu¨r die verwendeten Oberfla¨chenspannungen σ und σMi dennoch nicht identisch.
Das unterschiedliche Verhalten der Kondensationsraten fu¨r die verwendeten Ober-
fla¨chenspannungen ist durch die implizite Kopplung durch den Massenabzug zu
erkla¨ren. In Abbildung 7.48(b) sind die Kondensationsraten der 1. und 25. Sekti-
on der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion u¨ber dem Radius zu betrachten.
Die Rechnung unter Verwendung von σ zeigt einen gleichma¨ßigen Abfall mit zu-
nehmendem Abstand von der Jetachse. Die Verwendung der modifizierten Ober-
fla¨chenspannungen σMi fu¨hrt zu einem Plateau auf der Jetachse fu¨r z/D < 0, 5,
welches von einem steilen Abfall der Kondensationsrate entlang des Radius begrenzt
wird.
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Abbildung 7.48: Sa¨ttigung und Nukleationsrate fu¨r verschiedene σ entlang der Je-
tachse und u¨ber dem Radius
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Betrachtet man die Gro¨ßenverteilung der Tropfen aus dem gesamten Rechenge-
biet in Abbildung 7.49, so ist zu erkennen, dass mit fallender Oberfla¨chenspannung
deutlich mehr Tropfen gebildet werden. Dies ist auch in der Darstellung des nullten
Momentes entlang der Jetachse in Abbildung 7.48(b) zu erkennen, welches sich ana-
log zu den bereits diskutierten Nukleationsraten verha¨lt. Die Gro¨ßenverteilung der
Tropfen zeigt mehr kleinere Tropfen fu¨r niedrigere Oberfla¨chenspannungen, was im
Einklang mit den vorherigen Betrachtungen der Kondensationsraten steht. Die Un-
stetigkeiten der Kurve des nullten Momentes ru¨hren von der erho¨hten Sensitivita¨t
der Nukleationsrate her.
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Abbildung 7.49: Gro¨ßenverteilungsfunktion aus dem gesamten Rechengebiet fu¨r ver-
schiedene σ
Zusa¨tzlich zu den aktuellen Simulationsdaten sind in Abbildung 7.50, in welcher
das nullte Moment entlang der Jetachse zu sehen ist, die Simulationsergebnisse aus
Rechnungen mit der
”
stochastic Fields“-Methode (SF) von [41] eingetragen. Es ist
zu erkennen, dass mit sinkender Oberfla¨chenspannung ho¨here Partikelzahlen erreicht
werden. In den Simulationen von [41] wurde der Massenverlust der Gasphase nicht
beru¨cksichtigt, dieser Effekt ist in den aktuellen Simulationen fu¨r das starke Absin-
ken der Nukleationsraten, nach einem Maximum nahe der Du¨se, und somit auch
der Tropfendichte entlang der Jetachse verantwortlich. Die Unterschiede des nullten
Momentes aus Simulationen von [41] und den Simulationen dieser Studie betragen
mehrere Gro¨ßenordnungen, was den unterschiedlichen Formulierungen der Nukleati-
onsrate zuzuschreiben ist (siehe Abschnitt 3.3). Das Verhalten der Nukleationsraten
und des nullten Momentes entspricht den Beobachtungen aus [41]. Die Verringerung
der Oberfla¨chenspannung fu¨hrt zu ho¨heren Nukleationsraten und einem fru¨heren
Einsetzen des Phasenu¨bergangs. Die physikalischen Zusammenha¨nge werden somit
erwartungsgema¨ß wiedergegeben.
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8 Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Abschnitt wird zuna¨chst eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit
gegeben, bevor mit einem Ausblick abgeschlossen wird.
8.1 Zusammenfassung
Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine transportierte PBE-PDF-Methode unter Zuhil-
fenahme von MC-Partikeln zur Lo¨sung der PBE unter Beru¨cksichtigung kleinskaliger
Turbulenz umgesetzt. Hierbei wurde das Stro¨mungsfeld mit einer LES-Simulation
berechnet, wobei das dynamische Smagorinsky-Modell zur Schließung verwendet
wurde. Die Bewegungsgleichung der MC-Partikel wurde mit Hilfe des von der LES-
Simulation bereit gestellten Geschwindigkeitsfelds gelo¨st. Die Eigenschaften der
kleinskaligen Turbulenz wurden u¨ber statistische Prozesse abgebildet.
Ein wesentlicher Bestandteil der Arbeit ist die numerische Umsetzung mit dem
Softwarepaket OpenFOAM. Die zur Modellierung der homogenen Nukleation und
des Wachstums aufgrund von Kondensation no¨tigen, in der Literatur zur Verfu¨gung
stehenden mathematischen Formulierungen wurden analysiert und implementiert.
Das Softwarepaket wurde um projektspezifische Funktionalita¨t erweitert, welche die
Berechnung der homogenen Nukleation, der Kondensationsraten, die Repra¨sentation
der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion sowie gewichtete Filterungs- und Mit-
telungsoperationen beinhaltet. Im Rahmen dieser Arbeit wurde zudem ein Kontroll-
Algorithmus fu¨r die MC-Partikel-Zahl-Dichte entwickelt. Die gewichtete, ra¨umliche
Filterung und zeitliche, gewichtete Mittelung der stochastischen Realisierungen, wel-
che durch die einzelnen MC-Partikel gegeben sind, wurde ebenfalls implementiert.
Die aus Filterungs- und Mittelungsoperationen resultierenden Daten dienten als
Grundlage der Analyse und Validierung. Gegenstand der Analyse sind Skalarvertei-
lungen, die Nukleationsrate, die Kondensationsrate, die Gro¨ßenverteilungsfunktion
und ausgewa¨hlte Momente.
Die Analyse der Effekte der Kondensation zeigt eine weitreichende Kopplung aller
relevanten Gro¨ßen durch den Massenverlust der Gasphase. Die Unterschiede in der
Nukleations-, Kondensationsrate und der Gro¨ßenverteilungsfunktion mit und ohne
Beru¨cksichtigung des Massenverlusts sind signifikant. Die Rolle der MC-Partikel-
Zahl-Kontrolle hat sich bei der Durchfu¨hrung einer LES-PDF-Simulation mit MC-
Partikeln als essentieller Bestandteil erwiesen. In der Fachliteratur beschriebene
Kontrollalgorithmen auf Ensemble-Ebene konnten aufgrund der Eigenschaften der
LES und Anforderungen der Mischungsmodelle sowie begrenzter Computerresourcen
nicht erfolgreich umgesetzt werden. Insbesondere die Konservierung der Informati-
on zu lo¨schender MC-Partikel ohne ku¨nstliches Mischen stellt eine Herausforderung
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dar, welche durch den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Kontrollalgorithmus
zufriedenstellend erfu¨llt werden konnte. Eine Unabha¨ngigkeitsbetrachtung der Dis-
kretisierung in verschiedenen Dimensionen fu¨hrte zu Simulationsparametern, wel-
che die Berechnung der untersuchen Gro¨ßen mit geringst mo¨glichem Einfluss, unter
Beru¨cksichtigung der Resourcen, der Diskretisierung liefern. Der Vergleich der Er-
gebnisse mit fru¨heren Forschungsarbeiten zeigt qualitativ u¨bereinstimmendes Ver-
halten betrachteter Gro¨ßen. Das Verhalten charakteristischer Gro¨ßen bei Variation
der Randbedingungen stimmt ebenfalls mit Ergebnissen fru¨herer Arbeiten u¨berein.
Die Analyse des Einflusses der beru¨cksichtigten zeitlichen und ra¨umlichen Informa-
tion turbulenter Strukturen auf die Rate der Sa¨ttigung, der homogenen Nukleation
und der Kondensation verdeutlicht den großen Effekt auf den Prozess der Tropfenbil-
dung und des Tropfenwachstums. Durch die nichtlineare Abha¨ngigkeit des Prozesses
von der zugrunde liegenden Skalarverteilung haben auch die kleinsten Fluktuationen
einen großen Einfluss. Die zur Schließung der MC-Partikel-Gleichungen verwendeten
Mischungsmodelle (IEM, MCD) zeigen in der Gegenu¨berstellung ein mit der Fachli-
teratur im Einklang stehendes Verhalten. Die aus den verwendeten Mischungsmodel-
len resultierenden unterschiedlichen WDF der Skalarverteilungen haben einen großen
Einfluss auf die Prozesse der homogenen Nukleation und Kondensation. Die beob-
achteten Effekte unterschiedlicher Modellierungen der Oberfla¨chenspannung stehen
ebenfalls im Einklang mit Berichten der Fachliteratur.
Die numerische Umsetzung der LES-PDF-Methode schafft die Mo¨glichkeit einer effi-
zienten Berechnung der Gro¨ßenverteilungsfunktion gebildeter Tropfen in turbulenten
Stro¨mungen. Die Validierung anhand vorliegender experimenteller und numerischer
Ergebnisse fru¨herer Forschungsarbeiten zeigt eine korrekte physikalische Umsetzung
des Konzepts. Die zur Schließung des turbulenten Mischvorgangs der MC-Partikel
verwendeten Mischungsmodelle ko¨nnen das Verhalten der Skalarverteilungen in Ein-
klang mit der Fachliteratur wiedergeben. Der neu entwickelte MC-Partikel-Dichte-
Kontroll-Algorithmus ermo¨glicht die Kontrolle der Anzahl der MC-Partikel pro LES-
Zelle mit minimierten Mischungseffekten und Informationsverlust. Die Betrachtung
des Einflusses der ra¨umlichen und zeitlichen Information der kleinskaligen Turbulenz
auf abha¨ngende Gro¨ßen verdeutlicht die Notwendigkeit selbige zu beru¨cksichtigen.
8.2 Ausblick
Mit der Umsetzung der LES-PDF-Methode mit Hilfe von MC-Partikeln und ei-
ner Repra¨sentation der Gro¨ßenverteilungsfunktion, ohne Annahmen bezu¨glich deren
Form, ist die Voraussetzung fu¨r weitere Forschung im Bereich turbulenter, reaktiver
Stro¨mungen geschaffen. Die Verwendung einer PDF-Methode ermo¨glicht die Berech-
nung der Quellterme ohne Modellierung und ist somit ein wertvolles Werkzeug fu¨r die
Berechnung von nicht linear von den Skalarverteilungen abha¨ngenden Vorga¨ngen.
Die Kopplung mit einer LES ermo¨glicht die Erfassung instationa¨rer Vorga¨nge in
komplexen Stro¨mungsfeldern und erschließt somit neue Anwendungsfelder. Fu¨r wei-
tere Forschungsarbeiten sollte jedoch ein verbessertes Mischungsmodell verwendet
werden. Hierbei wa¨re das MMC-Mischungsmodell besonders lohnenswert, welches
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Rechnungen mit weniger MC-Partikeln als LES-Zellen ermo¨glicht. Durch die Lokali-
sierung des Mischvorgangs mittels einer weiteren Dimension kann der Vorgang u¨ber
mehrere LES-Zellen stattfinden und mindert Anforderungen an den MC-Partikel-
Zahl-Kontrollalgorithmus. In Abha¨ngigkeit der Anforderungen zuku¨nftiger Simu-
lationen muss aber auch im Bereich der MC-Partikel-Zahl-Kontrolle weitere For-
schungsarbeit geleistet werden. Die Konservierung der Information zu lo¨schender
MC-Partikel ohne ku¨nstliches Mischen bei Algorithmen, welche auf den einzelnen
Realisierungen basieren, stellt eine Herausforderung dar. Bei Kontrollalgorithmen
welche auf Ensemble-Ebene arbeiten, stellt die Konservierung der Mittelwerte der
transportierten Skalare noch nicht quantifizierte Anforderungen an die Anzahl der
Repra¨sentanten im Verha¨ltnis zur Gro¨ße des Ereignisraums. Die Auswirkungen auf
die nichtlinear abha¨ngigen Prozesse der Tropfenbildung und des Wachstums soll-
ten auch Gegenstand zuku¨nftiger Forschungsarbeiten sein. Des Weiteren sollte das
Verhalten des Lo¨sers bei Variation der Reynolds-Zahl und Stromaufteilung mit den
verfu¨gbaren experimentellen Daten verglichen werden um die physikalische Konsis-
tenz der Umsetzung weiter zu untersuchen und zuku¨nftige Vorhersagen abzusichern.
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10 Erratum
Bei der Aufarbeitung der Korrekturen, nach Abhalten des Rigorosums, kam in Ab-
schnitt 7.4 eine Inkonsistenz zutage, welche in diesem Erratum ero¨rtert wird. In Ab-
bildung 7.37 ist der Verlauf des Mischungsbruches entlang der Jetachse und u¨ber dem
Radius fu¨r z/D = 20 dargestellt. Beim Vergleich der Kurvenverla¨ufe aus den Simu-
lationen mit dem IEM-Modell, dem MCD-Modell und der LES-Rechnung, ko¨nnen
folgende Beobachtungen gemacht werden. Entlang der Jetachse sind die Kurven-
verla¨ufe zuna¨chst identisch. Der Mischungsbruch bei Verwendung des IEM-Modells
fa¨llt ab z/D = 3 sta¨rker ab, als der Mischungsbruch aus der LES-Rechnung. Der
Mischungsbruch bei Verwendung des MCD-Modells gleicht bis z/D = 30 dem Mi-
schungsbruch aus der LES-Rechnung. Fu¨r z/D > 30 weicht auch dieser zunehmend
vom Verlauf aus der LES-Rechnung ab und gleicht sich bis z/D = 70 dem Verlauf
aus dem MCD-Modell an. Die Betrachtung der Kurvenverla¨ufe u¨ber dem Radi-
us bei z/D = 20 offenbart, dass ein unphysikalischer Skalarverlust stattfindet, da
die Integrale der Kurvenverla¨ufe nicht identisch sind. Die These fu¨r diese Inkonsis-
tenz sieht einen Fehler in der Implementierung der MC-Partikel-Zahl-Kontrolle als
Ursache. Aufgrund der in diesem Abschnitt beschriebenen Inkonsistenz ist davon
auszugehen, dass alle Ergebnisse, welche mit dem MCD-Modell generiert wurden,
mit einem Fehler behaftet sein werden. Daher sind diese Ergebnisse mit Vorsicht zu
interpretieren.
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10.1 Ursache der Inkonsistenz
Die Ursache des mischungsmodellabha¨ngigen Skalarverlustes findet sich in der wech-
selseitigen Abha¨ngigkeit, unterschiedlicher Module der Implementierung, mit den
transportierten Eigenschaften der MC-Partikel. Das in Abschnitt 4.1.3 beschriebe-
ne Partikelmanagement erha¨lt das Gewicht der MC-Partikel nach Gleichung 4.1,
sowie den gewichteten Mittelwert aller intensiven Skalare nach Gleichung 4.2. Bei
einem U¨bertrag der Information auf MC-Partikel mit identischen intensiven Ska-
laren, wurde die Masse des zu lo¨schenden MC-Partikels auf das verbleibende MC-
Partikel u¨bertragen. Da der U¨bertrag der Information und die dafu¨r no¨tige Lo¨sung
der Gleichungen aus Abschnitt 4.1.3 aufwendig ist, wurden MC-Partikel mit einer
Temperaturdifferenz kleiner 0,1K als MC-Partikel mit identischem intensiven Skalar
betrachtet und das Gewicht u¨bertragen. Fu¨r den U¨bertrag wurde der untere na¨chste
Nachbar im Mischungsbruchraum verwendet. Der Verlust des transportierten Ska-
lars wird durch den Abstand im Mischungsbruchraum der MC-Partikel und deren
Massendifferenz bestimmt. Bei vollsta¨ndiger Durchmischung der MC-Partikel eins
und zwei gilt fu¨r den neuen Skalarwert Φ∗ die Gleichung Φ∗ = w1·Φ1+w2·Φ2
w1+w2
. Wird die
Masse von Partikel eins auf Partikel zwei u¨bertragen, so ergibt sich der Skalarverlust
zu ∆Φ = w1·(Φ2−Φ1)
w1+w2
. Mit Φ1 > Φ2 ergibt sich ∆Φ < 0. Wie in Abschnitt 7.4 ge-
zeigt wurde, ist die Verteilung des Mischungsbruches je nach Mischungsmodell stark
unterschiedlich. Betrachtet man in Abbildung 7.33 die Wahscheinlichkeitsdichtever-
teilung des Mischungsbruches aus Rechnungen mit dem IEM-Mischungsmodell und
MCD-Mischungsmodell bei z/D = 10, so zeigen sich signifikante Unterschiede. Das
IEM-Modell hat im mittleren Mischungsbruchbereich eine Besetzungswahrschein-
lichkeit nahe Null. Das MCD-Modell zeigt hier eine gro¨ßere Besetzungswahrschein-
lichkeit. Daraus resultieren sta¨rkere Gradienten der Besetzungswahrscheinlichkeit
beim IEM-Modell im Vergleich zum MCD-Modell. Wird ein unterer na¨chster Nach-
bar im Mischungsbruchraum beim Lo¨schvorgang gesucht, so ergibt sich beim IEM-
Modell eine ho¨here Wahrscheinlichkeit fu¨r einen gro¨ßeren Abstand im Mischungs-
bruchraum als beim MCD-Modell. Durch diesen Mechanismus ergibt sich ein Ein-
fluss des Mischungsmodells auf den Massenverlust durch die Populationskontrol-
le. Der Einfluss des Gradienten der Verteilungsfunktion wird durch seine Steilheit
und Ausdehnung im Mischungsbruchraum bestimmt. In Abbildung 7.33 zeigt das
IEM-Mischungsmodell bei z/D = 10 deutlich steilere Gradienten der Besetzungs-
wahrscheinlichkeit des Mischungsbruches als das MCD-Modell. Mit zunehmendem
Abstand von der Du¨se wird die Besetzungswahrscheinlichkeit im Mischungsbruch-
raum fu¨r das IEM-Modell steiler, die Ausdehnung im Mischungsbruchraum nimmt
jedoch stark ab. Vergleicht man die Besetzungswahrscheinlichkeit in Abbildung 7.35
bei z/D = 30, so ergibt sich beim MCD-Modell eine a¨hnliche Steilheit der Beset-
zungswahrscheinlichkeit, wie beim MCD-Modell, jedoch mit gro¨ßerer Ausdehnung
im Mischungsbruchraum. Fu¨r Absta¨nde z/D > 30 tritt daher ein ho¨herer Skalar-
verlust bei Verwendung des MCD-Modells auf, als beim IEM-Modell. Dadurch kann
die in Abbildung 7.37 zu beobachtende Anna¨herung der Mischungsbruchverla¨ufe
entlang der Jetachse vom MCD-Modell an das IEM-Modell erkla¨rt werden. Durch
den beschriebenen Mechanismus kann das Auftreten, sowie das ra¨umliche Verhalten
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des Skalarverlustes fu¨r die betrachteten Mischungsmodelle qualitativ erkla¨rt und die
Eingangs gestellte These begru¨ndet werden.

11 Anhang
11.1 Feynman-Kac Theorem
Es sei X(t) die Lo¨sung einer stochastischen Differentialgleichung.
dX = µ(t,X)dt+ σ(t,X)dW, 0 ≤ t ≤ T
F(t,x) erfu¨lle die partielle Differentialgleichung. Mit der Randbedingung F (T, x) =
K(x).
∂F
∂t
+ µ(t, x)
∂F
∂x
+
1
2
σ2(t, x)
∂2F
∂x2
= 0 0 ≤ t ≤ T (11.1)
Die Beru¨cksichtigung des Prozesses Y (s) = F (s,X) im Zeitintervall t ≤ s ≤ T
ergibt fu¨r das Ito-Formular in der integrierten Form Gleichung 11.2. Hierbei wird
verwendet, dass F Gleichung 11.1 im Intervall [0,T] erfu¨llt.
F (T,X(T ))− F (t,X(t)) =
∫ T
t
∂F
∂s
+ µ(s,X)
∂F
∂x
+
1
2
σ2(s,X)
∂2F
∂x2
ds
+
∫ T
t
σ2(s,X)
∂F
∂x
dW (s) =
∫ T
t
σ(s,X)
∂F
∂x
dW (s)
(11.2)
Mit der Annahme, dass gilt E(σ(∂F
∂x
))2 <∞ (wobei E den Erwartungswert darstellt),
ist das verbleibende Integral in Gleichung 11.2 ein Martingale mit dem Mittel Null,
daher kann der Erwartungswert konditioniert auf X(t) = x genutzt werden, um
Gleichung 11.3 zu erhalten.
E(F (T,X(T ))|X(t) = x) = F (t, x) (11.3)
Mit der Randbedingung F (T, x) = K(x) ergibt sich die Feynman-Kac-Darstellung
der Lo¨sung F(t,x) der Gleichung 11.1 nach Gleichung 11.4.
F (t, x) = E(K(X(T ))|X(t) = x) (11.4)
Die Grundlagen der Herleitung ko¨nnen der verwendeten Quelle [137] entnommen
werden.
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11.2 Erweiterung der OpenFOAM-Vektorklasse
Fu¨r die numerische Behandlung der diskretisierten Gro¨ßenverteilungsfunktion muss
fu¨r jedes MC-Partikel jede Stu¨tzstelle repra¨sentiert werden. Dies ko¨nnte mit einer
entsprechenden Anzahl einzelner Skalare (
”
doubles“) geschehen. OpenFOAM nutzt
ein
”
Field“, um Objekte mit Datentypen zu verknu¨pfen. Im Falle des LES-Netzes
wird z. B. mit einem
”
scalarField“ jedem Netzpunk (Objekt) ein Skalar (Daten-
typ) zugewiesen. Die Dimension des Feldes ist Nzellen · 1. Fu¨r ein ”vectorField“ ist
die Dimension Nzellen · 3. Die ”cloud“ behandelt die Gesamtheit der Partikel wie
ein
”
Field“. Fu¨r ein Skalar in der Partikel-Klasse wird somit eine Datei auf der
Festplatte angelegt, deren Zeilenzahl mit der Anzahl der Instanzen der Partikel-
Klasse korrespondiert. Die Dimension ist fu¨r ein Skalar (z.B. die Temperatur) somit
NPartikel · 1. Fu¨r einen Vektor ist die Dimension der Datei NPartikel · 3. Mo¨chte man
die Gro¨ßenverteilungsfunktion z. B. mit 50 Stu¨tzstellen durch einzelne Skalare re-
pra¨sentieren, so werden 50 Dateien beno¨tigt. Es ist mo¨glich u¨ber diese Dateien zu
iterieren und deren Anzahl zur Laufzeit festzulegen. Fu¨r parallele Rechnungen ist
jedoch eine Zerlegung in Prozessorordner erforderlich. Rechnet man mit 500 Prozes-
soren, so werden 500 ·50 (25000) Dateien angelegt. Mo¨chte man den Mittelwert und
die Varianz der Gro¨ßenverteilungsfunktion berechnen, so verdreifacht sich die An-
zahl der Dateien (75000). Beno¨tigt man z. B. 10 Speicherpunkte so wa¨chst die Zahl
der Dateien bereits auf 750000. Im Hochleistungsrechner HERMIT liegt die erlaub-
te Anzahl von Dateien pro Nutzergruppe standardma¨ßig bei 106. Somit fu¨hrt die
Repra¨sentation der Gro¨ßenverteilungsfunktion mit einzelnen Skalaren zu massiven
Speicherproblemen.
Eine weitere Mo¨glichkeit der Datenspeicherung ist eine Liste mit
”
double“ Ele-
menten. Wie bereits erwa¨hnt, verwendet OpenFOAM einen Feld-Typ, um einzelne
Attribute festen Raumpunkten (LES-Netz) oder den Partikeln zuzuordnen und mit
dem IO zu verknu¨pfen. Fu¨r die Nutzung von Templates muss der Datentyp der in
einem Feldtemplate genutzt werden soll, spezifiziert werden. Z. B. fu¨r einen Vektor
”
Field< vector >“. Diese Notwendigkeit schließt die Liste als Option aus, da deren
La¨nge variabel ist und zur Kompilierzeit nicht festgelegt werden kann.
Um alle notwendigen Anforderungen erfu¨llen zu ko¨nnen, wurde daher die Vektor-
klasse von OpenFOAM von drei Elementen auf Nk = 30, 40 oder 50 erweitert. Alle
Eigenschaften der Vektorklasse bleiben hierbei erhalten. Zur eindeutigen Benennung
wurde der Begriff superVector verwendet. In Abbildung B0 ist das Vererbungssche-
ma der IO-Fa¨higkeit, sowie die Spezialisierung der
”
Field“-Klasse und die Beziehung
zu dem neuen Datentyp superVector gezeigt. Durchgezogene Pfeile stellen eine
”
ist
ein“ Beziehung in umgekehrter Pfeilrichtung dar. Gleichma¨ßig gestrichelte Pfeile
stellen eine Template-Spezifizierung in umgekehrter Pfeilrichtung dar. Der lang ge-
strichene Pfeil mit Punkten stellt eine Inkludierung in Pfeilrichtung dar (engl.
”
is
part of“). Das Diagramm beschreibt somit von links nach rechts die Vererbungshier-
archie.
In der unteren Ha¨lfte wird die Vererbung der IO-Fa¨higkeit an die Field-, Cloud-
und Partikelklasse beschrieben. In der oberen Ha¨lfte werden die Inkludierung der
superVector-Klasse und Template-Spezifizierungen beschrieben. Links oben ist die
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Template-Spezifizierung von
”
Field“ mit dem neuen Datentyp superVector zu sehen.
Rechts daneben die Spezifizierung des IOFields mit dem superVectorField. Weiter
rechts sind exemplarisch die Spezifzierungen fu¨r die Partikel und Templateklassen
dargestellt. Bei der Spezifizierung der
”
cloud“ und
”
particle“-Klassen zu myPartic-
leClass und myCloudClass werden die projektspezifischen Funktionen und no¨tige
Datentypen erga¨nzt (z. B. die Nukleationsfunktion und der Datentyp superVector
etc.).
Die
”
ObjectRegistry“ ist ein
”
regIOObject“ (registeredIOObject), in welchem alle
”
regIOObjects“ eingetragen werden. Hieru¨ber kann der IO-Vorgang gesteuert wer-
den. Die Cloud ist eine
”
ObjectRegistry“, in welcher alle Partikel, welche vom Typ
”
regIOObject“ sind, eingetragen und verwaltet werden. Die Partikel (Objekte) wer-
den von der Cloud mit deren Datentyp superVector zu einem superVectorIOField
zusammen gefasst, welches ein
”
regIOObject“ ist. Der IO-Vorgang kann somit ver-
waltet werden. Die Datei, die aus dem superVectorIOField im Schreibvorgang resul-
tiert, hat die Dimension NPartikel ·Nk.
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11.3 Kondensationsrate der 25. Sektion des
Referenzfalls
In Abbildung C0 ist die Kondensationsrate der 25. Sektion der diskretisierten
Gro¨ßenverteilungsfunktion entlang der Jetachse und u¨ber dem Radius bei z/D = 10,
z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und z/D = 60 des Referenzfalls F1 zu betrachten.
Der Tropfendurchmesser der 25. Sektion betra¨gt d25 = 4, 015019 · 10−7 m.
Die Kondensationsrate steigt entlang der Jetachse im Bereich von 3 < z/D < 20
steil an, findet ein Maximum bei z/D ≈ 22 und fa¨llt bis zum Ende der Rechen-
domain gleichma¨ßig ab. Der radiale Verlauf bei z/D = 10 zeigt ein Maximum auf
der Jetachse und fa¨llt bis r/D ≈ 4 auf Null ab. Betrachet man die Entwicklung
der radialen Verla¨ufe der Kondensationsrate stromab, so findet sich stets ein Ma-
ximum auf der Jetachse. Die Amplitude nimmt jedoch stetig ab und der Bereich
hoher Wachstumsraten verbreitert sich radial.
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Abbildung C0: Kondensationsrate der 25. Sektion entlang der Jetachse und u¨ber
dem Radius bei z/D = 10, z/D = 20, z/D = 30, z/D = 40 und
z/D = 60
